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1. Objektivat dhe motivimi

Neé fund té kétij leksioni studenti duhet té jeté né gjendje:

1. té pérkufizojé seriné numerike, kufizén e pérgjithshme dhe vargun e shumave té pjesshme;

2. té dallojé njé seri konvergjente nga njé seri divergjente dhe té njehsojé shumén e serive té
thjeshta (gjeometrike, teleskopike);

3. té zbatojé kushtin e domosdoshém té konvergjencés dhe té shpjegojé pse ai nuk éshté i
mjaftueshém;

4. té formulojé dhe té zbatojé kriterin e Koshit pér serité;
5. té pérdoré vetité themelore té serive konvergjente.

Parakushte nga Analiza Matematike 1: vargjet numerike, limiti i vargut, vargjet monotone dhe
té kufizuara, vargjet e Koshit (vargjet themelore), plotésia e IR.

Tema e syllabusit: Tema I — Serité numerike dhe konvergjenca e tyre. Literatura bazé: Ofendija,
M., Analiza Matematike II, ShBLU, Tirané, 2005, Kap. IX, fq. 3-15.

Motivimi: a mund té mblidhen pafundésisht shumé numra?

Paradoksi i dikotomisé i Zenonit: njé vrapues duhet té pérshkojé distancén 1. Né fillim pérshkon
gjysmén, pastaj gjysmén e asaj qé mbeti, e késhtu me radhé. Distanca e pérshkuar pas n hapash

éshté
s—1+1+1+ +1—1
"2 48 on

1
~ o

7

Asnjé S, nuk éshté i barabarté me 1, por kur n — oo kemi S, — 1. Pra, ,,shuma e pafundme’
T+1+ 1+ ka kuptim vetém si limit i shumave t& fundme. Kjo éshté ideja gendrore e
gjithé teorisé sé serive: njé shumé e pafundme nuk njehsohet drejtpérdrejt, por pérmes vargut té
shumave té pjesshme.

Shembull paralajmérues: pér shuménl—1+1—-1+---, grupimi (1—-1)+(1—-1)+--- jepO,
ndérsal+ (—1+4+1)+ (—1+1) +--- jep 1. Rregullat e shumave té fundme (shoqérimi, ndérrimi
i vendeve) nuk vlejné automatikisht pér shumat e pafundme. Prandaj na duhet njé pérkufizim i
sakté.
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Figura 1. Katrori njési i ndaré njépasnjé né gjysma: pjesét mbulojné gjithé katrorin, por asnjé numér i
fundmé pjesésh nuk e mbulon plotésisht.

2. Pérkufizimi i serisé numerike dhe i konvergjencés

Pérkufizimi 1. Le té jeté (a,),>1 njé varg numrash realé. Shprehja

e}

Y an=am+ataz+-+a,+---

n=1
quhet seri numerike. Numri a,, quhet kufizé e pérgjithshme (kufiza e n-té) e serisé.
Pérkufizimi 2. Shuma e n kufizave té para

n
Sp=a1+ax+---+a, =) a
k=1

quhet shuma e pjesshme e n-té e serisé. Vargu (Sy,),>1 quhet vargu i shumave té pjesshme.

Pérkufizimi 3. Seria ) a, quhet konvergjente nése vargu i shumave té pjesshme (S, ) ka
limit té fundmé S:

n—oo

S=1lim§S,, dhe shkruajmé W B = S
n=1

Numri S quhet shuma e serisé. Nése limiti i S, nuk ekziston ose éshté i pafundmé, seria
quhet divergjente. Nése S,, — +oo (0se —0), themi se seria divergjon né +oo (ose —oo).

Vérejtje metodike

Né kété leksion dallojmé katér objekte: vargun e kufizave (a,), seriné }_a,, vargun e shumave té
pjesshme (S,,) dhe shumén S (kur ajo ekziston).

* Dy objekte, njé emértim. Simboli }_a, pérdoret edhe pér veté seriné (si objekt formal),
edhe pér shumeén e saj (kur ajo ekziston). Studentét duhet té dallojné qarté té dy kuptimet.

* Seria dhe vargu i shumave té pjesshme. Seria }_ a, pércaktohet plotésisht nga vargu (a,),
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dhe ky pércakton né ményré té vetme vargun (S,). Sipas Pérkufizimit 3, natyra e serisé
dhe shuma e saj jané natyra dhe limiti i vargut (S,). Anasjelltas, ¢do varg (S, ) éshté varg
shumash té pjesshme té njé serie té vetme: asajme a; = S; dhea, =S, — S,_1 pérn > 2.
Pra pyetjet mbi konvergjencén e serive jané pyetje mbi konvergjencén e vargjeve; teoria e
serive nuk éshté teori e re, por njé ményré e re e té shikuarit té vargjeve.

* Mos ngatérroni a, me S,. Gabimi mé i shpeshté: ,a, — 0, pra seria konvergjon”.
Konvergjenca e serisé lidhet me S, jo me 4, (shih seksionin 4).

¢ Indeksi i fillimit. Seria mund té fillojé nga n = 0 ose nga ¢do n = ny. Natyra e serisé
(konvergjente apo divergjente) nuk varet nga kjo zgjedhje (seksioni 6).

Shembulli 2.1 — nga pérkufizimi

Pérseriné y,»1(—1)""1 =1—-1+1—1+-- kemi S, = 1 kur n éshté tek dhe S,, = 0 kur n éshté
cift. Vargu (S, ) ka dy nénvargje me limite té€ ndryshme, pra nuk ka limit. Seria éshté divergjente.
Késhtu zgjidhet edhe , paradoksi” i grupimeve né seksionin 1: seria nuk ka shumé fare.

O (1-1)4+(1-1)+-:nénvargu Sy, =0 & 1+(-1+1)+-: nénvargu Sy _; =1

11€® & & % & & 9 ¢ 9 ¢

5)
0 (] ] ] ] ] = ] = ]
é lll (IS EI} 1I0 1I2 1I4 1I6 1I8 ZIO
n
Figura 2. Shumat e pjesshme té serisé 1 —1+1 — - - -. Dy grupimet e ndryshme zgjedhin dy nénvargje me

limite té ndryshme, 0 dhe 1.

Pérseriné ) ,~11=1+1+1+--- kemi S, = n — +o0; seria divergjon né +oo.

3. Shembuj themeloré

Tri familje serish gé do té na shérbejné si , pika krahasimi” gjaté gjithé kursit: seria gjeometrike,
serité teleskopike dhe seria harmonike.

3.1 Seria gjeometrike

Y q'=1+q+¢*+--+4"+--, geR
n=0

Teorema 1. Seria gjeometrike y ;. q" éshté konvergjente atéheré dhe vetém atéheré kur |q| < 1, dhe

né keté rast
1

Zqﬂ:l—q'

n=0
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Vértetim. Kétu S, =149+ --- +g" (ka n + 1 kufiza, sepse indeksi fillon nga 0). Pér g # 1, nga
formula e progresionit gjeometrik,
1— qn+1

1—q

Nése |g| < 1, atéheré " ™! — 0, pra S,, — 1%,7.

Sn:

Nése g = 1, formula nuk vlen; drejtpérdrejt S, = n +1 — +oo: seria divergjon.

* Nése g = —1, atéheré S, merr alternativisht vlerat 1 dhe 0: seria divergjon.
n+1_
* Nése g > 1, atéheré g"*! — +oo,pra S, = qq_l L 5 4c0: seria divergjon.

.o .. .. g1
e Nése g < —1, atéheré |S,,| > e

limit (as té fundmeé, as té pafundmé), pra seria divergjon.

— +oo dhe S, ndryshon shenjé: vargu (S,) nuk ka
|

¢=14: konvergjon monotonisht g=—1: konvergjon duke luhatur g=—1: divergjon (luhatet)
2.0 r------- . -5-.-0-0-0-0-00-0-0-0-0--%-]- 2.0 1 2.0 1
[ ]
151 e 1.5 1.5 1
©1.0qe 1.04e 1.01e e e e e o o o
——————.——‘4—0—0—0—0-0000-0-0-0--'['1'71-
0.5 051 e 0.5 1
0.0 1 0.01 001 ®© e o o o o o o
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
n n n
. . .. P . s 1 1 o 1
Figura 3. Shumat e pjesshme S, té serisé gjeometrike )~ q" pérg = 5,9 = —5 dheq= —1.Pérqg = —5
shumat e pjesshme kalojné heré mbi, heré nén limitin % ; pér ¢ = —1 limiti nuk ekziston.
.. oo T e g .. R 2 _a .. ..
Né trajtén e pérgjithshme, me kufizé té paré a #0: a +-ag +aqg” +--- = 77 Pér |9] < 1, ndérsa

pér |q| > 1 seria divergjon. Kur indeksi fillon nga 1, kemi " ; 4"

1 1/2 . _ _ 9/10 _
%-I-%-l-g-l----:ﬁ:1(Zenon1),0,999...—1%-1-19@4----—ﬁ—l.

Vértetim pa fjalé. Marrim trekéndéshin barabrinjés Tp me sypriné 1. E ndajmé me vijat e mesme
né 4 trekéndésha té barabarts, secili me sypriné 3 té To: ngjyrosim me té errét até poshté majtas,
dy té tjerét poshté i 1émé té celét, ndérsa trekéndéshin e sipérm T; e ndajmé sérish né té njéjtén
ményré. Pra né hapin e n-té ngjyroset njé trekéndésh me sypriné sa } e trekéndéshit T,,_1 qé

14 pér |g| < 1. Shembuj:

ndahet, d.m.th. me sypriné 4%. Né ¢do hap, nga tre trekéndéshat gé nuk ndahen mé, njé éshté i
errét dhe dy jané té gelét, me sypriné té njéjté. Pas n hapash, pjesa e errét ka sypriné 1 (1 — 4),
sepse Tp pa T, ndahet né pjesé té erréta dhe té celéta né raportin 1 : 2. Kur n — oo, syprinae T,
shkon né 0, prandaj pjesa e errét z& saktésisht § e Ty.

3.2 Serité teleskopike

Nése kufiza e pérgjithshme shkruhet né trajtén a, = b, — b,y1 (n > 1), atéheré kufizat e
ndérmjetme thjeshtohen:

Sn = (bl _b2)+ (bZ_bS) +- (bn _bn+1) = bl _anrl-

Pra seria konvergjon atéheré dhe vetém atéheré kur vargu (b, ) ka limit té fundmé L, dhe shuma
éshté b1 — L.



Analizé Matematike 3 Leksioni 1: Serité numerike, konceptet bazé

i
+
Sk
+
&=
+
Il
wl—

Figura 4. Vértetim gjeometrik i barazimit }1 + 11—6 + é +oe= %: né hapin e n-té trekéndéshi i errét ka
sypriné 4% ; pjesét e erréta zéné njé té tretén e trekéndéshit fillestar.

Shembulli 3.1 (seria e Mengolit).

> 1 = (1 1 1
.y (== . S, =1- 1.
n_;n(n#—l) Z(n n+1> ! nrl

n=1

Seria éshté konvergjente dhe shuma e saj éshté 1.

Shembulli 3.2. Seria }_,,~1In (14 1) =¥, -, [In(n + 1) — Inn] éshté teleskopike me b, = —Inn.
Kétu S, = In(n + 1) — oo, pra seria divergjon, edhe pse kufiza e pérgjithshme In (1 + 1) — 0.

3.3 Seria harmonike

> 1 1 L1
Z*_1+ IR N
n 3 n

Teorema 2. Seria harmonike éshté divergjente (divergjon né +oo).

Vértetim (Oresme, rreth vitit 1350). Grupojmé kufizat né blloge me 1,2,4,8, ... kufiza:

S —1+1+ 1+1 + 1+ +1 4+t th +l
227 2T 34 5 8 2k-1 41 2k ) -

Pas kufizés sé paré 1 kemi k blloqe Bllokuij-té (j =1,2,...,k) permban kufizat nga 5 S 7 deri

te E’ E = 2. (Pér j = 1 blloku éshté

vetém 2.) Rrjedhimisht Syx > 1 —|— —> +o0. Megenése (S,) éshté rrités dhe ka nénvarg qé shkon
né +oo, atéheré S,, — +oo. [ |

pra ka 2/=1 kufiza, secila > 5 shuma e tij éshté > 2/-1

Divergjenca éshté shumé e ngadalté, gjé qé e bén intuitén mashtruese: S, ~ Inn + ¢, ku ¢y ~
0,5772 éshté konstantja e Eulerit-Maskeronit (ky pérafrim do té arsyetohet me kriterin integral né
Temén II).

10 100 1000 1000000
Sy (rrumbullakosur né 3 shifra pas presjes) 2,929 5,187 7,485 14,393

Pyetje pér diskutim né auditor: sa kufiza duhen gé S, té kalojé vlerén 20? (Pérgjigje: rreth
2,7 -108.) Kjo tregon pse konvergjenca nuk mund té ,shihet” me llogaritje numerike.
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Grupimi i Oresme-s: blloget By, Bs, Bs, By kané secili shume >1/2

8 9 10 11 12 13 14 15 14
B>}

1 2,3 4 5 6
B, > 5

By >

o= |~

3
By >

o=

Figura 5. Kufizat % dhe blloget e Oresme-s By, ..., Bs. Vija e ndérpreré tregon kufizén mé té vogel té

bllokut, %,’ meqé blloku B; ka 2/~1 kufiza, shuma e tij éshte té paktén 2/-1. 21—] = %

0 T f : I | I
n
—— > 1 (seria harmonike): divergjon =~ —— L=t
n>1 iy
....... Inn + v (rritja e S, harmonike) - ;n(nlﬂ) =1

Figura 6. Shumat e pjesshme S, (n = 1,...,60) té serive ) %, Y nl—z dhe ) m Té tria kané kufizé té

pérgjithshme gé shkon né 0, por vetém seria harmonike divergjon, duke u rritur si Inn + <. Figura tregon
vetém njé numeér té fundmé shumash té pjesshme: ajo ilustron, por nuk vérteton, konvergjencén ose
divergjencén.
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4. Kushti i domosdoshém i konvergjencés

Teorema 3 (kushti i domosdoshém). Nése seria ) a, éshté konvergjente, atéheré lim a, = 0.
n—oo

Vértetim. Le téjeté S, — S. Pérn > 2kemia, = S, — S,—1. Megenése edhe S,,_; — S, marrim
Ay — S - S - 0- .
Si pérdoret: trajta kundérpozitive

Né praktiké teorema pérdoret si kriter divergjence:

a, A0 = 2 a, éshté divergjente.

n=1

Kjo pérfshin rastin kur limiti i a,, éshté i ndryshém nga zero dhe rastin kur ai nuk ekziston.

Shembulli 4.1. }_ 5. divergjon, sepse a, — 3 #0.
Shembulli 4.2. Y (1+ %)n divergjon, sepse a, — e # 0.

Shembulli 4.3. ) cosn divergjon, sepse cosn nuk shkon né 0. Vértet, nése cosn — 0, nga
cos2n = 2cos?n — 1 do té kishim cos2n — —1; nga ana tjetér, (cos2n) éshté nénvarg i (cosn),
pra duhet té shkonte né 0. Kundérthénie.

Kushti nuk éshté i mjaftueshém

Anasjellja e teoremés éshté e gabuar. Dy kundérshembuj i kemi paré tashmé:
¢ seria harmonike ) %: a, = % — 0, por seria divergjon;
e seria ) In (1 + %) a, = 0,porS, =In(n+1) — 4o0.

Pérfundim pér studentin: kushti a, — 0 éshté hapi i paré i kontrollit. Nése nuk plotésohet,
seria divergjon dhe punén e kemi mbaruar. Nése plotésohet, nuk kemi vértetuar asgjé dhe
duhen argumente té tjera: kriteri i Koshit (seksioni 5) ose kriteret e Temés II (krahasimi, kriteri i
D’Alembert-it, kriteri i rrénjés i Koshit, kriteri integral).

5. Kriteri i Bolcano—Koshit pér serité

Kriteri i Koshit jep njé kusht té nevojshém dhe té mjaftueshém pér konvergjencé, pa e njohur
paraprakisht shumén S.

Teorema 4 (Bolcano—Koshi). Seria ) a, éshté konvergjente atéheré dhe vetém atéheré kur pér ¢do
e > 0 ekziston njé numér natyror N = N () i tillé qé pér ¢don > N dhe pér ¢do p > 1:

|Sn+p — S| = }an+l +app2+ - ‘|‘ﬂn+p‘ <&

Vértetim. Kujtojmése Syyp — Sy = ap1+ -+ + pyp.

Kushti éshté i nevojshém. Le té jeté S, — S. Pér e > 0 ekziston N i tillé qé |S, — S| < § pér ¢do
n > N. Atéheré pér n > N dhe p > 1 kemi edhe n 4 p > N, prandaj

€ 3

7
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Kushti éshté i mjaftueshém. Le té plotésohet kushti. Pér m > n > N shénojmé p = m —n > 1 dhe
marrim |S,, — Sy| < ¢, pra (S,) éshté varg Koshi (varg themelor). Sipas plotésisé sé R (Analiza 1),
¢do varg Koshi né R éshté konvergjent. Pra (S, ) ka limit té fundmé dhe seria konvergjon. W

Interpretimi. Seria konvergjon atéheré dhe vetém atéheré kur ¢do ,,copé” e saj, sado e gjaté, e
marré mjaftueshém larg, ka shumé sa té duam té vogél né vleré absolute.

Rrjedhim. Pér p =1 merret |a,41]| < e pérn > N, d.m.th. a, — 0. Pra kushti i domosdoshém
(Teorema 3) éshté rast i vecanté i kriterit té Koshit.

Mohimi i kriterit (pér divergjencé). Seria divergjon atéheré dhe vetém atéheré kur ekziston
go > 01itillé qé pér ¢do N ekzistojné n > N dhe p > 1me |a, 41 + -+ + anpp| > €.

Shembulli 5.1 — seria harmonike, vértetim i dyté

Pér ¢don > 1 marrim p = n:

—1+1+ +1>n1—1
Cn+1 n+2 2n = 2n 2

SZn - Sn

Me ¢y = %, pér ¢do N mjafton té marrim n = N + 1 dhe p = n: kushti i Koshit nuk plotésohet,
praj, % divergjon.

Shembulli 5.2 — seria ) | ”% éshté konvergjente

PérkZZkemiki2 < ﬁ:klj—%.Prandaj,pérgdonz1dhep21:

k—1 &k

=—— <
n n4+p

Y < L

P ntp ( 1 1> 1 1 1
k=n+1 k=n-+1 n

Pér e > 0 té dhéné mjafton N = [1]: pérn > N kemin > 1, pral < e. Pra kriteri i Koshit

vérteton konvergjencén e serisé, por nuk jep vlerén e shumés. Fakti qé shuma éshté %2 (problemi
i Bazelit, zgjidhur nga Euleri né vitet 1734-1735) éshté rezultat i veganté, qé do ta vértetojmé me
serité e Furierit.

Nga e njéjta llogaritje, duke kaluar né limit kur p — oo, del edhe vlerésimi i mbetjes0 < S — S, <
% (shih seksionin 6.3).

Lidhja e figurés me kriterin e Koshit. Figura tregon aférsiné e S, me limitin S, ndérsa kriteri i
Koshit flet pér aférsiné e shumave té pjesshme me njéra-tjetrén, pa pérmendur S. Lidhja éshté
mosbarazimi i trekéndéshit: nése pér n > N té gjitha S, ndodhen né brezin me rreze J rreth S,
atéheré pérn > N dhep > 1

|Sn+p_sn‘ < |Sn+p_5’ + ’S_Sn| < 20.

Né figuré 6 = ¢, pra diferencat jané mé té vogla se 2¢; pér té marré saktésisht kushtin e Koshit
me & mjafton brezi me rreze § = £/2. Kjo éshté pikérisht pjesa e paré e vértetimit té Teoremés 4.
Vlera e kriterit éshté se kushti i tij mund té kontrollohet edhe kur S nuk dihet (Shembulli 5.3).
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Shumat e pjesshme té Zl/”2 dhe brezi (S —¢, S+¢), e=0,05

1.8 7 .
S+¢
S=n%/6
J L 0000006 ececcsocccee
1.6 .......oooooogooooooooo -
° [ ]
o 141 ¢ :
° EN=[1/e] =20
o . (nga vlerésimi r, <1/n)
1.2 :
! e S, jashté brezit (n <19)
1.0 1 Py e S, brenda brezit (n >20)
0 5 10 15 20 25 30 35 40

n

Figura 7. Shumat e pjesshme té ) % dhe brezi me rreze ¢ = 0,05 rreth S = %2. Vlerésimi S — S5, < %

garanton gé S, jané né brez pér n > N = [1/¢] = 20; né fakt brenda brezit ndodhet edhe Sy, ndérsa Sq9 jo.

Shembulli 5.3

sinn

Seria )~ *5 konvergjon, sepse pér¢don > 1dhep > 1

3L S (R I
k=n-+1 2k N k=n+1 Zk 2" 2v 2n’

dhe & < e pér té gjithé n mjaftueshém té médhenj. Kétu nuk e njohim shumén, por e dimé qé ajo
ekziston. Kjo éshté fuqia e kriterit té Koshit.

6. Vetité e serive konvergjente

6.1 Lineariteti

Teorema 5. Nése ) a, = A dhe } b, = B jané konvergjente, atéheré pér ¢do o, B € R seria
Y- (aay, + Bby) éshté konvergjente dhe

[ee]

Y (aay + Bby) = xA + BB.

n=1

Vértetim. Shénojmé me A, dhe B, shumat e pjesshme té serive ) a, dhe ) b,. Shuma e pjesshme
e serisé sé re éshté A, + BB, — « A + BB, nga vetité e limitit té vargjeve. n

Rrjedhime té dobishme:

* konvergjente + divergjente = divergjente (nése }_(a, + b,) do té konvergjonte, atéheré
Y. by, =Y. (an + by) — Y_a, do té konvergjonte);

e divergjente + divergjente = nuk dihet: }_1 + }.(—1) = }_0 konvergjon, ndérsa }_1+ "1
divergjon;

* péra # 0, serité }_a, dhe ) aa, jané njékohésisht konvergjente ose divergjente.
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6.2 Heqja ose shtimi i njé numri té fundmé kufizash

Teorema 6. Seria a; + a + a3 + - - - dhe seria ay,11 + ayq2 + -+ (pa m kufizat e para) jané
njekohésisht konvergjente ose divergjente. Né rastin e konvergjences,

Yoan=(a+ - +anw)+ Y an
n=1 n=m-+1

Vértetim. Nése Ty éshté shuma e pjesshme e k-té e serisé sé dyté, atéheré S,y = Sy + T, ku Sy,
éshté numeér i fiksuar. Pra (S,,1)k>1 ka limit té fundmé atéheré dhe vetém atéheré kur e ka (Ty),
dhe né kété rast lim S,, = S,;, + lim T;. [ |

Pra natyra e serisé varet vetém nga ,bishti” i saj; ndryshimi i njé numri té fundmé kufizash
ndryshon shumén, por jo konvergjencén.

6.3 Pjesa e mbetur e serisé

Pérkufizimi 4. Nése seria ) a, éshté konvergjente, seria

oo
Ty = Z ak:an+1+an+2+"'
k=n+1

quhet pjesa e mbetur (mbetja) e n-té e serisé. Nga Teorema 6, r,, ekziston pér ¢do n.

Teorema 7. Nése seria y_a, = S éshté konvergjente, atéheré S = S, + r,, pér ¢do n dhe r,, — 0.

Vértetim. Barazimi S = S, + r,, éshté Teorema 6 me m = n. Prandajr, =S-S5, - S-S5 =

0. |
Kuptimi praktik. Kur e zévendésojmé shumén S me shumén e pjesshme S,,, gabimi me shenjé
éshté r, = S — S, ndérsa gabimi absolut éshté |r,| = |S — S,|. Pér seriné gjeometrike },~( 4"
me |q] < 1:
n+1 n+1
I'n = f 7 ‘rn‘ - |f |
q -9

Psh. pér g = § kemi |r,| = 27", prandaj gabimi absolut éshté mé i vogél se 10~° atéheré dhe
vetém atéheré kur 2" > 10°, d.m.th. n > 20 (sepse 219 = 524288 dhe 220 = 1048 576).

6.4 Grupimi i kufizave (vetia shoqéruese)

Teorema 8. Nése seria ) a, = S éshté konvergjente, atéheré ¢do seri e pérftuar duke grupuar kufizat
e saj té njépasnjéshme né blloge té fundme (pa ndryshuar radhén e kufizave) éshté konvergjente dhe
ka té njéjten shumé S.

Vértetim. Shumat e pjesshme té serisé sé grupuar jané Sy, Sy,, Sn,, ..., kuny < np < --- jané
indekset ku mbyllen kllapat. Ky éshté njé nénvarg i (S, ), prandaj ka té njgjtin limit S. u
Anasjellja nuk vlen: (1 —1)+ (1 —1)+--- = 0 konvergjon, por1 —1+1—1+ - divergjon.

Nése, megjithaté, té gjitha a, > 0, atéheré konvergjenca e serisé sé grupuar sjell konvergjencén
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e serisé fillestare: vargu (S,) éshté jozvogélues dhe ka nénvarg konvergjent (S,, ), pra éshté i
kufizuar nga sipér (¢do S, < Sy, pér ny > n), prandaj konvergjon si varg monoton dhe i kufizuar.

Paralajmérim pér vetiné ndérruese. Ndérrimi i radhés sé kufizave mund té ndryshojé shumén
e njé serie konvergjente. Kjo lidhet me dallimin ndérmjet konvergjencés absolute dhe asaj me
kusht (teorema e Rimanit), gé do té trajtohet né leksionet e ardhshme.

7. Ushtrime té zgjidhura

o 271 _|_ 371
Ushtrimi 1. Njehsoni shumén e serisé Z o
n=1

Nga lineariteti:
> e 1/3 1/2 1 3
(1" (L)' = _>
; 3 ; () 1—1/3 1-1/2 2+1 2

Ushtrimi 2. Shkruani numrin periodik 0,272727 . .. si thyesé.

Zgjidhje. 0,(27) = {5 + 1oz + = 147700 = 39 = ir-
_ : e 1
Ushtrimi 3. Njehsoni 712::1 21
Zgjidhje. Zbérthim né thyesa té thjeshta: (2n_1)1(2n o = 3 357 — marq) - Seria éshté teleskopike

1

me bn = m:

1 1 1
5”_2<1_2n+1> 7

.. . e 1
Ushtrimi 4. Njehsoni ’12:1 At (1 2)

T . 1 1 o 1 PR .. .
Zgjidhje. Kemi A ) 2 { )~ D0 +2)] Me b, = Tn(uT) Seria éshté teleskopike,
b, — 0, pra shuma éshté by = %

© 2
Ushtrimi 5. Njehsoni Z In M
= nn+2)
n+1 (n+1)>

Zgjidhje. Shénojmé c, = In

n+l . n42
n Con+l*

. Atéheré kufiza e pérgjithshme éshté c,, — c,41, sepse nr(ln ) =

Megenése ¢, — In 1 = 0, shuma éshté c; = In2.

Ushtrimi 6. Studioni konvergjencén e serisé ), (\/ n+1-— \/ﬁ)
Zgjidhje. Kemi a, = m — 0, pra kushti i domosdoshém plotésohet. Por seria éshté

teleskopike: S, = v/n+1—1 — +oco. Seria divergjon. Ky éshté njé tjetér kundérshembull pér
anasjelljen e Teoremés 3.
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Ushtrimi 7. Studioni konvergjencén e serive: a) 272, b)Y n sm ;0 Y (11—
gl Bt 1

Zgjidhje. Né té tria rastet a, /> 0: a) a, — 3; b) a, = sml(%”) —1;¢0)a, = e L. Nga kushti i
domosdoshém, té tria serité divergjojné.

Ushtrimi 8. Me ané té kriterit té Koshit tregoni se seria ) % divergjon.
Zgjidhje. Pér ¢don > 1 marrim p = n:

2n 1

1 n
Sp—Su= Y —>n——= /"
—s= L i g

Me gy = % kushti i Koshit nuk plotésohet, pra seria divergjon.

8. Shembuj té zgjedhur

Katér shembuj ku shuma njehsohet saktésisht. Né Shembullin 8.1 pérdoret metoda e shumézimit
dhe zbritjes sé shumave té pjesshme. Né Shembuijt 8.2-8.4 kufiza shkruhet si diferencé b, — b, 1,
pra seria éshté teleskopike.

Shembulli 8.1 (seria aritmetiko-gjeometrike). Vértetoni se Z zﬁn =2

Zgjidhje. Kjo seri nuk éshté teleskopike. Pérdorim idené e nxjerrjes sé formulés sé progresionit
gjeometrik: e shumézojmé shumén e pjesshme me herésin J dhe e zbresim nga vetja. Le té jeté
Sn = Yk 2% Meqgé 3S, = Y755 kzkl, marrim

S 1 S _ 1 1 1 no_y 1 n
G R R TR T A TR [ 8
Pra S, = ”+2 — 2, sepse 3 — 0.
Shembulli 8.2 (teleskopike me faktoriele). Vértetoni se 2 Z 1)
Zgjidhje. Shkruajmé n = (n+ 1) — 1, prandaj
n  _(m+Hh-1_1 1

n+1)! (m+1)! n (n+1)U

Seria éshté teleskopike me b, = % — 0, pra shuma éshté b; = 1.
1

Shembulli 8.3 (teleskopike me rrénjé). Njehsoni
P ] ) ,;(n—i—l)f—i—n\/n—i—l

Zgjidhje. Eméruesi faktorizohet: (n+1)y/n +nvn+1 = /nvn+1(vV/n+1+ /n). Duke
shumézuar numéruesin dhe eméruesin me vn+1 — /n:

1 _ VaFI-
Viva Al (Vi k14 ) | Java+l

PraS,=1- ﬁ — 1. Shuma éshté 1.

n—+

-
:
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= 1
Shembulli 8.4 (teleskopike me arktangjente). Vértetonise )  arctg oyl g
n=1

Zgjidhje. Nga formula arctg x — arctgy = arctg 7— (e vlefshme pér x,y > 0) me x = 2n + 1,

5 1 1+xy
y=2n-1

1
arctg(zn —|— 1) —_ arctg(Zﬂ - 1) = arCtg m == arCtg ﬁ
g

Seria éshté teleskopike me b, = — arctg(2n — 1), prandaj S, = arctg(2n+1) —arctgl — 5 — %

T

1
Mesazhi metodik. Né té katér rastet shuma u gjet sepse arritém té shkruajmé S, né trajté té
mbyllur. Kjo rrallé éshté e mundur; prandaj né Temén II kalojmé te kriteret, qé pércaktojné
natyrén e serisé pa e njehsuar shumén.

9. Pérmbledhje dhe ushtrime pér puné té pavarur

Pérmbledhje
Seria Natyra Shuma / arsyeja
Yus09" |9 <1 konvergjente 1151
Yus0q" |q > 1 divergjente  g" /40
). ﬁ konvergjente 1 (teleskopike)
) % divergjente Oresme ose Koshi; S, =~ Inn + 7
% konvergjente kriteri i Koshit; shuma %2
Y, ﬁ divergjente  kriteri i Koshit

Skema e kontrollit pér njé seri té dhéné:

1. A shkon a, né 0? Nése jo, seria divergjon.
2. A éshteé seria gjeometrike, teleskopike ose kombinim linear i tyre? Nése po, njehsohet S,
dhe limiti i tij.

3. Né té kundért, pérdoret kriteri i Koshit ose kriteret e Temés II.

Ushtrime pér puné té pavarur

1. Njehsoni shumén: a) Zn>0 3n ; b) Yn>1 3n5n L Q) Y177 22"“

2. Shkruani si thyesé numrin 1,2(36) = 1,2363636. .

3. Njehsoni shumén (né té tria rastet n > 1): a) }_ . n+3 ;b)Y nZZZE 5;C) Y m

Njehsoni },,- arctg ———. (Udhézim: arctg(n + 1) — arctgn.)

AR

Tregoni se serité e méposhtme divergjojné: a) Z\/%T; b) ¥ (524)" ¢ Lsinn; d)

Y In (1 + %) (Kujdes: né d) kemi a, — 0; krahasoni shumat e pjesshme me ato té
Shembullit 3.2.)

COS

6. Me ané té kriterit té Koshit tregoni se: a) )
divergjon.

konverg]on pércdox € R;b) ) () n+1
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7. Gjeni gabimin né arsyetimin: ,Le téjeté S=1+2+4+8+ ---. Atéheré S =1+ 2§, pra

8.

9.

S=-1"

Vértetoni ose hidhni poshté me kundérshembull: a) nése ) a, dhe )b, divergjojné, edhe
Y-(an + by) divergjon; b) nése }_ a, konvergjon, atéheré Za,% konvergjon; c) nése a, > 0 dhe
Y a, konvergjon, atéheré ¥ a2 konvergjon.

Letéjeté S =Y, 5. Sa kufiza duhen té paktén qé gabimi absolut |r,| t& jeté mé i vogél se
10732

Pérgjigje dhe udhézime té shkurtra.

9.

N o Ok »w D=

a)3; b)2; 0l

68
55

a) %,‘ b)1; o) %

T

T
d)In(1+2) >In(1+ 1), prandaj S, > In(n+1) — +co.

a) Si né Shembullin 5.3, me | cos(kx)| < 1. b) Sp, — S, > > L

n
In(2n+1) In3*

Seria divergjon (S, = 2" —1 — 400), pra numri S nuk ekziston dhe veprimet algjebrike me
té nuk lejohen.

a) E gabuar (4, = 1, b, = —1). b) E gabuar: ay_1 = ﬁ, oy = —ﬁ; atéheré Sy = 0
dhe Sy,_1 = ﬁ — 0, pra Y a, = 0, ndérsa shumat e pjesshme té }_ 42 jané Yon<ok a2 =
22}‘:1 % — +00. ) E vérteté: meqé a, — 0, kemi 0 < a2 < a,, pér n té médhenj, prandaj
shumat e pjesshme té ¥ a2 jané jozvogéluese dhe té kufizuara.

=4 <1073 < 2" > 1000 < n > 10.
2

Leksioni i ardhshém: serité me kufiza pozitive dhe kriteret e krahasimit (Tema II).
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