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ANALIZE MATEMATIKE I LEKSIONI 02

1. Rezultatet e té nxénit dhe njohurité paraprake

Né pérfundim té leksionit, studenti duhet té jeté né gjendje té: (i) formulojé kriteret krye-
sore té konvergjencés pér seri me kufiza jonegative; (ii) vértetojé teoremat duke pérdorur
monotoniné dhe krahasimin; (iii) dallojé rastet e zbatueshme dhe ato jopérfundimtare;
(iv) zgjedhé kriterin mé efikas pér njé seri konkrete; (v) kontrollojé saktésiné logjike té
argumentimit.

NJOHURI PARAPRAKE

Vargjet dhe limitet, shumat e pjesshme, kushti a,, — 0, kriteri i Bolcano-Koshit, seria
gjeometrike dhe seria harmonike. Kéto nocione trajtohen né Leksionin 1.

2. Serité me kufiza jonegative

o

Pér seriné Z an, SUP0OzZojmé se a,, > 0 pér ¢cdo n mjaft té madh. Heqja ose ndryshimi i njé

n=1
numri té fundmé kufizash nuk e ndryshon konvergjencén.

TEOREME 2.1 - MONOTONIA E SHUMAVE TE PJESSHME

(o]
Seria ) _ an, Ku a, > 0, konvergjon atéheré dhe vetém atéheré kur vargu

n=1

N
Sy = E an
n=1

éshté i kufizuar sipér.

Vértetim. Pér cdo N > 1, kemi
SNy1— Sy =any1 > 0.

Pra Sy éshté monoton jozbrités. Sipas teoremés sé konvergjences sé vargjeve monotone,
ai ka limit té fundmé pikérisht kur éshté i kufizuar sipér. Ky limit éshté shuma e serisé. [J

PASOJE

Nése a,, > 0 dhe seria divergon, atéheré Sy — +oco. Pér seri me shenja té ndryshme,
shumat e pjesshme mund té oshilojné dhe kjo pasojé nuk zbatohet.
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ANALIZE MATEMATIKE I LEKSIONI 02

3. Kriteri i krahasimit té drejtpérdrejté

TEOREME 2.2 - KRAHASIMI
Nése 0 < a,, < b, pér té gjithé n > n,, atéheré:

(1) konvergjenca e > b, sjell konvergjencén e > a,;

(i) divergjencae ) a, sjell divergjencén e > b,.

Vértetim. Nga 0 < a,, < b, rezulton

N N
0< > an< ) bn

n=no n=no

Nése seria mé e madhe konvergjon, shumat e saj té pjesshme jané té kufizuara sipér; té
tilla jané edhe shumat e serisé mé té vogél, e cila konvergjon nga Teorema 2.1. Pohimi i
dyté éshté kundérpozitivi i té parit. O

SHEMBULL 2.1 - KRAHASIM ME SERI GJEOMETRIKE
oo
o 1

Shqyrtojmé ) ST

n=1
1. Pér ¢do n > 1, termi éshté pozitiv.

1
- < =,
TL2 +9on — 9n
3. Seria >, 27" éshté gjeometrike me raport 1/2 < 1, prandaj seria e dhéné kon-
vergjon.

2. Kemi0 <

KUJDES LOGJIK

Nga 0 < a, < b, dhe divergjenca e }_ b, nuk mund té pérfundojmé pér natyrén e
> a,,. Kundérshembull: 1/n% < 1/n dhe kéto dy seri kané natyré té ndryshme.

4. Serité p

TEOREME 2.3 - KUSHTI | KONVERGJENCES
Pér p € R, seria

— 1
> — konvergjon <= p > 1
n

n=1

éshté divergjente né ¢do rast p < 1.

Vértetim. Pér p < 0, kemi n=? %4 0, ndaj seria divergon. Pér 0 < p < 1, kemin=? > n~!,
pra divergjenca rrjedh nga krahasimi me seriné harmonike.
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ANALIZE MATEMATIKE I LEKSIONI 02

Pér p > 1, ndajmé indeksat né blloget 2* < n < 2+ ku ka 2* kufiza. Meqé n=? < 27,

marrim
2k 11

Z 1 < okg—kp — 9—k(p—1)

p
n=2k "

Seria e kufijve té sipérm éshté gjeometrike me raport 2-»—1) < 1, prandaj seria p konver-
gjon. O

5. Kriteri i krahasimit limit

TEOREME 2.4 - KRAHASIMI LIMIT
Nése a,, b, > 0 pér indekse mjaft té médhenj dhe

lima—”:L, 0< L < o0,

n—oo n

atéheré > a, dhe ) b, kané té njéjtén natyré.

Vértetim. Zgjedhim ¢ = L /2. Pér n mjaft té médhenj,

Lo 3L — Ly < an <35y
2 "0, " 2 g n S fn = Ty
Dy zbatime té krahasimit té drejtpérdrejté japin pohimin. O

DY RASTE NJEDREJTIMESHE

Nése L = 0, konvergjenca e > b, sjell konvergjencén e ) a,,. Nése L = +oo, diver-
gjenca e > b, sjell divergjencén e > a,. Pohimet e kundérta nuk jané té vlefshme
pérgjithésisht.

SHEMBULL 2.2 - KRAHASIM ME 1/n?

N 1 . . ..
Pér a, = %, zgjedhim b,, = 1/n? dhe llogarisim

2
. . 3 1
lim al = lim w
n—oo by, n—oco Nn° + 2

=3.

Si0 < 3 < +oo dhe 3 1/n% konvergjon, edhe seria e dhéné konvergjon.

UNIVERSITETI | SHKODRES - MATEMATIKE 4



ANALIZE MATEMATIKE I LEKSIONI 02

6. Kriteriiraportit i D’Alembert-it

TEOREME 2.5 : RAPORTI

Le té jené a,, > 0 pér indekse mjaft té médhenj dhe té ekzistojé ¢ = lim,,_,o an+1/an-

Atéheré
g <1 = Kkonvergjence,

g>1 = divergjencé,
¢g=1 = rastjopérfundimtar.

Vértetim. Né rastin ¢ < 1 zgjedhim r € (¢, 1); eventualisht a,, 11 < ra,, prandaj
an < anr™ N, n > N.

Krahasimi me seriné gjeometrike jep konvergjencén. Nése ¢ > 1 (edhe +o00), eventualisht
an+1 > an, K€shtu a,, 4 0. Kushti i domosdoshém déshton dhe seria divergon. O

SHEMBULL 2.3 - FAKTORIELET

(0.9} 2n
Pér ) ok

n=1 )

Ani1 2nt n! 2
= o= 5 0< 1
an m+1)! 2 n+1

Pra seria konvergjon. Ndérsa pér > n!/3", raporti éshté (n + 1)/3 — 400, késhtu

seria divergon.

RAPORTI 1 NUK VENDOS

Pér > 1/n dhe > 1/n?, raporti i kufizave té njépasnjéshme shkon né 1, por seria e
paré divergon dhe e dyta konvergjon. Duhet pérdorur metodé tjetér.

7. Kriteriirrénjés i Koshit

TEOREME 2.6 - RRENJA E RENDIT »
Pér a,, > 0, supozojmé qé ekziston

p=lim a,.

n—oo

Nése p < 1, seria konvergjon; nése p > 1, divergon; nése p = 1, kriteri éshté jopér-
fundimtar.

Vértetim. Nése p < 1, marrim r € (p, 1) dhe, pér n mjaft té médhenj, a,, < ”; krahasimi
jep konvergjencén. Nése p > 1, eventualisht a,, > 1 dhe termi i pérgjithshém nuk shkon
neé zero. O
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SHEMBULL 2.4 - KUFI ME FUQI n
Pér seriné

3n+1
n=1

2n
3n+1

llogarisim {/a,, =

— 2 < 1; prandaj seria konvergjon.

FORMA ME lim sup

Né formulimin e pérgjithésuar merret p = limsup,,_,  /a,. Nése p < 1, kemi kon-
vergjence; nése p > 1, divergjencé sepse njé nénvarg termash nuk shkon né zero;
kur p = 1, kriteri nuk vendos.

8. Kriteri integral

TEOREME 2.7 - KRITERI INTEGRAL
Le té jeté f : [1,400) — [0,400) e vazhdueshme dhe jorritése, me a,, = f(n). Atéheré

i f(n) konvergjon < /oo f(z)dzr < +o0
n=1 1

Vértetim. Nga monotonia, pér ¢do n > 1 kemi
n+1

ﬂn+D§/).NwM§fM)

Duke mbledhur pabarazité,

N+1

N+1 N
S s [ f@ds < s
n=2 1 n=1

Pér shkak té monotonisé, kufizueshmeéria e shumave dhe e integraleve té prera éshté ekui-
valente; prandaj té dyja shprehjet konvergjojné ose divergojné njékohésisht. O

SHEMBULL 2.5 - SERIA LOGARITMIKE
Pér n > 2 shqyrtojmé

i 1
“— n(ln n)P’
Funksioni f(z) = 1/[z(Inx)P] éshté pozitiv dhe eventualisht zbrités pér ¢do p € R.

Met =1Inz,
/ dv / P dt.
o z(Inz)P In2

Integrali i fundit konvergjon pikérisht pér p > 1; i njéjti kusht vlen pér seriné.
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8.1 Vlerésimi i mbetjes

Nése 3 f(n) konvergjon dhe Ry = > . f(n), at€éheré

h f(z)dx < Ry < /Oof(:t)d:r
N+1 N

Pér f(x) = 22, pérftojmé
1

— <
N+1™
Prandaj N > 1001 siguron né ményré rigoroze Ry < 10~3; N = 1000 jep vetém Ry < 1073,

1

9. Zgjedhja e kriterit té pérshtatshém

STRUKTURA E KUFIZES KRITERI | SUGJERUAR
Shprehje racionale né n Krahasimi limit me n=?
Faktorielé ose prodhime Kriteri i raportit

Shprehje té ngritura né fuqiné » Kriteri i rrénjés

Funksion f(n) pozitiv e jorrités Kriteri integral

Pabarazi me njé seri té njohur Krahasimi i drejtpérdrejté

Njé rezultat ¢ = 1 ose p = 1 nuk pérbén prové konvergjence apo divergjence; duhet zgje-
dhur njé kriter tjetér.

10. Ushtrime té zgjidhura: sintezé

SHEMBULL 2.6 - KRAHASIM LIMIT DHE DIVERGJENCE
o0
y 2n?+1 . .
Pér ) T zgjedhim b,, = 1/n:

n=1

. : 2n? 41
lim 2 = lim n(2n”+1)
n—o0 bn n—o00 n3—|—4

=2.

Meqé seria harmonike divergon dhe kufiri éshté pozitiv e i fundmé, seria e dhéné
divergon.
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SHEMBULL 2.7 - KUSHTI | DOMOSDOSHEM

L n \" )
Per;<n+1) kemi

. " . 1\N"
lim ( n ) = lim (1 + ) =e 1 #£0.
n—oo \ n + 1 n—00 n

Késhtu kushti i domosdoshém nuk plotésohet dhe seria divergon.

SHEMBULL 2.8 - RAPORTI PER n!/n"
Pér a, = n!/n" > 0:

n
an+1_< i ) — e <.
Qy, n+1

Prandaj seria > 7, n!/n" konvergjon.

11. Ushtrime pér puné té pavarur

Né cdo rast shkruani kriterin, verifikoni hipotezat dhe argumentoni pérfundimin.

1.

© ®© =N e o

10.

0.)
. Pércaktoni natyrén e »
n=1

o0
Pércaktoni natyrén e »

n=1

1
n2+4+5m+6

dn+ 3
n+1

[ee]
!
. Studioni E n—n me raport.
n

n=1

ShqyrtoniZ( s ) me rrénjé.
n=1

dn + 2
Pér cilat vlera té p konvergjon > >, 1/[n(Inn)?]?
Pse kriteri i raportit nuk vendos pér Y n=2?
Gjeni kufirin e sipérm té mbetjes Ry té > n=3.
Jepni dy seri me lim a,,+1/a,, = 1, por natyré té ndryshme.
Vértetoni rastin L = 0 té krahasimit limit.

Vértetoni: nése 0 < a,, < Cb,, eventualisht dhe > b, konvergjon, atéheré > a,, konver-
gjon.
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ORIENTIME DHE PERGJIGJE TE SHKURTRA

1. Konvergjon, si 1/n%; 2. Divergon, si 1/n; 3. Konvergjon, raporti — 1/e; 4. Kon-
vergjon, rrénja — 3/4; 5. p > 1; 6. Raporti — 1; 7. Ry < 1/(2N?); 8. Y. 1/n dhe
Y 1/n% 9.-10. Pérdorni pabarazi eventuale dhe krahasim me njé seri shumézuar
me konstante pozitive.

Pérmbledhje dhe literaturé
Kriteret e konvergjencés mundésojné studimin e njé serie pa njehsuar shumén e saj. Pér
té zgjedhur sakté kriterin, identifikoni strukturén e kufizés sé pérgjithshme, kontrolloni

kushtet dhe mos e interpretoni rastin jopérfundimtar si pérfundim.

1. M. Ofendija, Analiza Matematike II, ShBLU, Tiranég, 2005, Kapitulli IX, f. 16-35.
2. T. M. Apostol, Mathematical Analysis, 2nd ed., Addison-Wesley, 1974, Kapitulli 8.
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