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1 Rezultatet e té nxénit dhe lidhja me leksionet pararendése

Pas kétij leksioni, studenti duhet té jeté né gjendje té (i) pérkufizojé seriné e fuqive dhe
bashkésiné e konvergjencés sé saj; (il) pércaktojé rrezen R pérmes formulés Cauchy-
Hadamard dhe Kkritereve té raportit/rrénjés kur ato zbatohen; (iii) provojé konvergjencén
absolute brenda rrezes, divergjencén jashté saj dhe té shqyrtojé ve¢mas skajet; (iv) ar-
syetojé konvergjencén uniforme né ¢do segment kompakt brenda intervalit té hapur;
(v) shpjegojé vlefshmériné e veprimeve term-pas-termi brenda rrezes; (vi) interpretojé
kufirin e gabimit pér pérafrime té vecanta.

Parakushte

Kuptimi i serisé numerike dhe i shumave té pjesshme; kushti i domosdoshém a,, — 0;
krahasimi, Kkriteri i raportit dhe rrénjés; seria gjeometrike; Kriteri i Leibnizit (me
kushtet e tij té plota), konvergjenca absolute/kushtore dhe serité p si mjete pér disku-
timin e skajeve. Kéto tri njohuri té fundit rikujtohen shkurt pérpara aplikimeve. Njé
argument numerik ose grafik nuk zévendéson provén.

2 Nga polinomi te seria e fuqive

Pér njé gendér té fiksuar c € R dhe koeficienté realé (a,,),,~(, Seri e fuqive me qgendér ¢ quhet
shprehja

Zan(:n—c)”:a0+a1($—c)+a2(x—c)2+---. 1)
n=0
Pér ¢cdo N € N, polinomi Py (z) = ij:o a, (r — c¢)™ éshté shuma e pjesshme. Seria (1) kon-

vergjon né x kur lim,, , _ Py (z) ekziston dhe éshté i fundmé. Né gqendér = = ¢ shuma éshté
gjithmoneé a,; pér n = 0 marrim, sipas konventés sé polinomeve, (z—c)? = 1, edhe kur z = c.
Bashkésia e konvergjencés shénohet £ = {x € R : (Py(z)) konvergjon}.

Shembulli bazé éshté seria gjeometrike:

- 1
doan=—r, <l
= 11—z

Kushti |z| < 1 éshté pjesé e identitetit, jo njé shénim dekorativ: né x = 1 dhe = = —1 seria
nuk konvergjon.

3 Rrezja e konvergjencés dhe formula Cauchy-Hadamard

Pér té studiuar seriné (1) vendosim
. 1
L = limsup|a,|"™ € [0, +oc], R=—.

n—oo L

Marrim me marréveshje 1/0 = 400 dhe 1/(+00) = 0. Koeficienti a, nuk luan rol né kété
limit.
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Teorema 3.1 — Cauchy-Hadamard
Pér seriné e fuqive Y 'a,(z — )" ekziston R € [0, +oc] i tillé qé:
1. nése |z — ¢| < R, seria konvergjon absolutisht;

2. nése |x — c| > R, seria divergon (termi i pérgjithshém nuk shkon né zero);

3. nése 0 < R < 400, né x = ¢ — R dhe z = ¢ + R kérkohet analizé e pavarur.

Vlera e R jepet nga R~! = lim sup, . la, M.

Vértetim. Né x = ¢ seria konvergjon me shumeé a,. Le téjetét = |[xr—¢| > 0. Nése 0 < L < oo
dhe t < 1/L, zgjedhim q té tillé qé L < ¢ < 1/t. Vetia e kufirit superior jep |a,|'/" < ¢ pér
cdo n mjaft té madh. Atéheré

a,(x—c)"| < (qt)", 0<qt<l,

nl

prandaj seria konvergjon absolutisht nga kriteri i krahasimit. Nése . = 0, pér ¢do ¢t > 0
zgjedhim ¢ € (0,1/t); 1 njéjti argument provon konvergjencé absolute pér ¢do x. Nése 0 <
L < oo dhet > 1/L, zgjedhim ¢ me 1/t < ¢ < L. Nga pérkufizimi i lim sup, pér pafund
shumé indekse » kemi |a, |'/" > ¢, prandaj

la, (x —c)™| > (qt)™ > 1.

Kushti i domosdoshém i konvergjencés déshton. Nése . = +oo, pér ¢do ¢t > 0 zgjedhim
q > 1/t dhe argumenti i njéjté jep divergjencé pér = # ¢. Nérastin 0 < L < oo dhe t = R,
asnjéri nga dy argumentet nuk jep pérfundim; skajet kontrollohen ve¢mas. u

Pse lim sup dhe jo gjithmoné njé limit?

Rrezja ekziston edhe kur lim,, ., _ |a,,|'/” nuk ekziston. Pér shembull, nése a,, = 2" pér
n ¢ift dhe a,, = 3™ pér n tek, atéheré lim sup {/|a,,| = 3 dhe R = 1/3.

Skaj: kontroll i vecanté Konvergjencé absolute Skaj: kontroll i vecanté

s IEESSSSSE—————— —

c—R C c+R

Figure 1: Struktura e pérgjithshme e konvergjencés pér 0 < R < oo: brenda rrezes kon-
vergjencé absolute; jashté rrezes divergjencé; secili skaj kérkon analizé té pavarur.

3.1 Njé version praktik me raportin

Nése a,, # 0 pér ¢do n mjaft té madh dhe ekziston

Ap41

a

¢ = lim

n—oo

€ [0, +o0],

n
atéheré R = 1/¢, me té njéjtat marréveshje pér 0 dhe +oco. Kjo vjen nga kriteri i raportit
pér seriné numerike Y |a,(z — ¢)"|: raporti i kufizave éshté |a, ,/a,|- |z — c|. Kur limiti i
raportit nuk ekziston, formula Cauchy-Hadamard mbetet metoda e pérgjithshme.
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4 Bashkésia dhe intervali i konvergjencés

Nése 0 < R < oo, ¢do piké e intervalit té hapur (¢ — R,c + R) jep konvergjencé absolute,
ndérsa jashté [c — R, c + R] ka divergjencé. Secili skaj mund té pérfshihet ose jo. Prandaj
katér format e mundshme jané

(c—=R,c+R), [c—R,c+R), (c—R,c+R], [¢c—R,c+R)].
Rikujtim: konvergjenca né skaje

Seria ) (—1)"b,, konvergjon sipas Leibnizit kur b, > 0, b,,; < b, eventualisht dhe
b, — 0. Konvergjenca éshté absolute kur > |u, | konvergjon dhe kushtore kur 3" u,,
konvergjon, por }_ |u,| divergon. Pér p > 0, >.°° 1/n? konvergjon saktésisht kur
p > 1.

Né skaje seria e fugive kthehet né seri numerike. Pér té provuar njé skaj pérdorim seriné
p, Kriterin e Leibnizit, krahasimin, kushtin e termit zero ose kritere té tjera té zbatueshme.
Vendimi nuk mund té merret vetém nga kushti |z — ¢| < R.

Teorema 3.2 — Karakteri i skajeve

Pér ¢cdo kombinim té pérfshirjes ose pérjashtimit té dy skajeve ekziston njé serireale
e fugive me rreze R = 1 qé e realizon até. Shembujt bazéjané ) _ z"/n? % _ "/n,

ZnZI(—l)"x”/n, ano z™.

Né rendin e mésipérm, intervalet jané [—1,1], [-1,1), (—1,1] dhe (—1,1). Né rastin }_ z"/n,
né r = —1 zbatohet Leibniz, né » = 1 kemi seriné harmonike; me (—1)"2" /n skajet shkém-
behen.

z (x—2)"/n M
Z (x+1)/n2 M
z X0 (_?

Figure 2: Tri intervale konvergjence. Pika e mbushur tregon pérfshirje; pika e zbrazét
tregon pérjashtim. Klasifikimi rrjedh nga kriteret teorike pér secilin skaj.

5 Konvergjenca uniforme dhe vazhdimésia

Konvergjenca absolute pér njé x fiks nuk duhet ngatérruar me konvergjencén uniforme
pér njé bashkeési vlerash té x.
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Teorema 3.3 — Konvergjenca uniforme lokale

Nése seria e fuqgive ka rreze R > 0, pér ¢do » me 0 < r < R, seria konvergjon
absolutisht dhe uniformisht né segmentin [¢c — r,c¢ + r|. Si rrjedhim, shuma f(z) =
> a,(x —c)™ éshté e vazhdueshme né (¢ — R,c + R).

Vértetim. Zgjedhim s me » < s < R. Meqé seria ) _ |a,,|s" konvergjon, pér ¢do |z —c| < r
kemi

la, (x — )" < |a,|r" < |a,|s™.
Seria e majorantéve konvergjon, ndaj kriteri M i Weierstrass-it provon konvergjencén uni-
forme. Cdo P, éshté i vazhdueshém, késhtu limiti uniform éshté i vazhdueshém né ¢do
segment té tillé; duke zgjedhur r rreth ¢do pike té brendshme, kemi vazhdimésiné né gjithé
intervalin e hapur. n

Kufiri i teoremés

Konvergjenca uniforme né segmentet kompakte té brendshme nuk garanton kon-
vergjencé uniforme né gjithé (¢ — R,c + R), dhe nuk vendos ¢faré ndodh né skaje.
Pér shembull, > _ 2" nuk konvergjon uniformisht né (-1, 1): termat ™ nuk shko-

jné uniformisht né zero atje.

6 Derivimi dhe integrimi term pas termi

Teorema 3.4 — Veprimet diferenciale dhe integrale

Nése R > 0 dhe f(z) =3  a,(z—c)", atéheré pér |z — ¢[ < R kemi

0

fa =Y nae—or [ d=Y o,
n=1 c n=0

Té dy serité e transformuara kané té njéjtén rreze R. Kéto formula nuk deklarojné
asgjé pér skajet.

Vértetim. S€ pari vértetojmé baraziné e rrezeve. Rrénjét e koeficientéve té serisé sé de-
rivuar, pas riindeksimit, kané formén |(n + 1)an+1|1/n. Pér n — oo, faktori (n+1)/" — 1 dhe
kalimi nga eksponenti 1/(n + 1) te 1/n nuk e ndryshon kufirin superior té zgjeruar té rrén-
jéve. Né ményré té ngjashme, koeficientét e primitivit jané a,, /(n+1), ndérsa (n+1)%/ "+ —
1. Késhtu té dy serité kané rrezen R (edhe pér R = +o0). Tani fiksojmé 0 < r < s < R. Nga
konvergjenca e > |a,|s™ keminjé M > 0 té tillé qé |a,,|s" < M pér ¢do n. Pér |z — ¢| < r dhe
n>1,

M n
Ina,, (x —c)" 1 < —n<z> :
T s

Meqé r/s < 1, seria e majorantéve konvergjon. Kriteri M garanton konvergjencé uniforme
té Py, né [c —r,c + r] drejt njé funksioni té vazhdueshém g. Pér té gjitha x né kété segment,
identiteti

Py () — Pyc) = / Pl (t) dt

kalon né limit nga konvergjenca uniforme dhe jep f(z) — f(c) = [ * g(t) dt. Sipas teoremés
themelore té analizés, /' = g. Meqé ¢do piké |z — ¢| < R gjendet né njé segment té tillé,
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pérfundimi vlen né gjithé intervalin e hapur. Sé fundi, konvergjenca uniforme e Py né
segmentin gé lidh ¢ me z lejon integrimin term pas termi. n

6.1 Njé identitet i kontrollueshém

Nga seria gjeometrike pér |z| < 1,

1 oo
J— n
1—:6_7;)35’

duke derivuar marrim

1 oo 3 o0 N
(1_x)2:21nm" 1:2()(n+1)x , lz| < 1.

Kufiri |z| < 1 duhet té shogérojé identitetin pas derivimit.

7 Shembuj té zgjidhur me analizé té skajeve

7.1 Shembulli 1 — Interval gjysmé i mbyllur
Pér Ef;l(x —2)" /n, raporti i koeficientéve jep R = 1 dhe gendra éshté ¢ = 2. Né » = 1 kemi

> (—1)"/n, e cila konvergjon me Leibniz (jo absolutisht); né = = 3 kemi ) 1/n, divergjente.
Prandaj

I=11,3).
7.2 Shembulli 2 — Té dy skajet pérfshihen

Pér fozl(m + 1) /n? koeficientét kané n-rrénjé me limit 1, pra R = 1 dhe gendra ¢ = —1. N&
r = —2,0 seria ka kufiza né vleré absolute 1/n2, prandaj

I=1[-2,0].

7.3 Shembulli 3 — Rrezja zero

Pér ZZ"ZO n!(z — 1)", raporti i termave absoluté (kur = # 1) éshté (n + 1)|z — 1| — oo; né
gendér shuma éshté 1. Bashkésia e konvergjencés éshté saktésisht {1} dhe R = 0.

7.4 Shembulli 4 — Rrezja e pafundme

Pér Z‘:’:O(x —1)™/nl, raporti absolut éshté |z —1|/(n+1) — 0 pér ¢do z € R. Prandaj R = +cc
dhe seria konvergjon pér c¢do .

7.5 Shembulli 5 — Fugqité cift
Seria ) "~  ?"/4" éshté gjeometrike me raport ¢ = z?/4. Kérkohet |22 /4| < 1, pra |z| < 2. N&
x = 42, termi i pérgjithshém éshté 1 dhe nuk shkon né zero. Intervali éshté (—2,2), ndérsa

shuma pér |z| < 2 éshté 1/(1 — 22/4).
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7.6 Shembulli 6 — Limit i rrénjés pa ekzistencé té limitit té zakonshém
Vendosim a, = 2" pér n ¢ift dhe a,, = 3" pér n tek. Meqé limsup |a,,|'/™ = 3, kemi R = 1/3.

Né z = 1/3, kufizat me indeks tek jané 1, ndérsa né » = —1/3 jané —1; termat nuk shkojné
neé zero, prandaj I = (—1/3,1/3).

8 Shembull parametrik me klasifikim té ploté

Problemi. Pér p > 0, té pércaktohet bashkésia e konvergjencés sé

. (z—1)"
Z( np>'

n=1

Hapi 1: rrezja. Me a, = n 7, kemi |a,|'/* = exp(—plogn/n) — 1; prandaj R = 1 dhe
intervali i brendshém éshté (0,2). Hapi 2: skaji i majté » = 0. Seria béhet > (—1)"/n?.
Meqé n~? éshté monoton zbrités dhe shkon né zero, seria konvergjon sipas Leibnizit pér
cdo p > 0. Ajo konvergjon absolutisht vetém kur p > 1. Hapi 3: skajii djathté = = 2. Seria
béhet > 1/n?, e cila konvergjon atéheré dhe vetém atéheré kur p > 1.

E _ [072>7 0<pS17
70,2, p>1.

Interpretim. Rrezja éshté e njéjté pér ¢do p > 0, por natyra e konvergjencés né skaje varet
nga parametri. Pér 0 < p < 1, skaji i majté jep konvergjencé kushtore.

Figure 3: Bashkeésia £, pér Z:O:l(:c — 1)"/nP: rrezja mbetet R = 1, ndérsa skaji i djathté
pérfshihet vetém kur p > 1.

9 Pse kufijté numeriké nuk jané prova

Shumat e pjesshme dhe grafiget shérbejné pér zbulimin e hipotezave, jo pér certifikimin e
konvergjencés. Pér shembull, né = = 1 seria gjeometrike > 2" ka Py (1) = N + 1, ndérsa pér
¢do |z| < 1, Py(x) — 1/(1—=x). Prandaj njé grafi preré né njé numér té fundmé termash nuk
mund té vendoseé sjelljen né skaj. Pér ¢do eksperiment numerik studenti duhet té shkruajé:
(i) domenin teorik, (ii) hipotezén, (iii) kriterin qé e provon dhe (iv) kufirin e gabimit kur
éshté i disponueshém.
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Seria gjeometrike: sjellja e shumave té pjesshme

25 === x = 0.5 (brenda R)
== x = 0.95 (brenda R, afér skajit)
=== x = 1 (né skaj)

20 1

15 A

P N(x)

10 A

o
1

0 5 10 15 20 25
N (indeksi i fundit i shumés sé pjesshme)

Figure 4: Eksperiment numerik pér Z;O:O 2™. Ndryshimi i sjelljes sé Py (z) prané x = 1
ilustron pse vézhgimi i fundmé nuk e zévendéson vértetimin.

10 Vlerésimi i mbetjes né rastin gjeometrik

Nése |¢| < 1 dhe Sy = ZQ;O q", atéheré

|q‘N+1

1—lq|’

[§ =Syl <

Pabarazia e fundit éshté njé garanci teorike gé mund té pérdoret para llogaritjes numerike;
pér ¢ = 1/2 gabimi i sakté éshté 2=V,

11 Gabime metodologjike, kontrolli dhe detyra

Pesé gabime gé duhen shmangur

1. Té vendoset automatikisht |x — ¢| < R pa kontrolluar secilin skaj.
2. Té pérdoret kriteri i raportit si vendimtar kur kufiri i tij éshté 1.

3. Té supozohet se lim sup |a, |'/” mund té zévendésohet nga njé limit gé nuk ekzis-
ton.

4. Té ngatérrohet pika x = ¢ me njé skaj pér R = 0.

5. Té argumentohet konvergjenca uniforme né gjithé intervalin e hapur vetém nga
uniformiteti né kompakte.

Detyra pér studim té pavarur. (1) Gjeni rrezen dhe intervalin e Zf;l(x —2)"/(3™n). (2)
Studioni ™ (z + 2)"/[n(n + 1)]. (3) Pér p > 0, Klasifikoni intervalin e > (x — 1)"/nP.
(4) Jepni njé shembull té njé serie ku Kkriteri i raportit pér koeficientét nuk ka limit, por
formula Cauchy-Hadamard pércakton rrezen.
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Protokolli i verifikimit pér ¢do seri fugish

1. Identifikoni gendrén dhe eksponentin e sakté té ndryshores.

2. Nxirrni R me formulén e rrénjés ose me raportin vetém kur ky limit ekziston.
3. Ndani qarté: |x — ¢| < R, |x — ¢| > R dhe secilin skaj.
4

. Pér secilin skaj shkruani seriné numerike té fituar dhe kriterin e vlefshém, bashké
me hipotezat.

5. Dalloni konvergjencén absolute nga ajo kushtore; mos pérdorni njé grafik si
prove.

12 Literatura dhe kufijté e kapitullit

1. M. Ofendija, Analiza Matematike II, ShBLU, Tiranég, 2005, kapitulli X (sipas syllabus-it té
kursit).

2. W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, 1976, kreu 3 (liter-
aturé plotésuese sipas syllabus-it).

3. T. M. Apostol, Mathematical Analysis, 2nd ed., Addison-Wesley, 1974, pjesét mbi serité
dhe konvergjencén (literaturé shtesé pér krahasim).

Materiali fokusohet né rrezen dhe intervalin e konvergjencés. Zhvillimet Taylor/Maclaurin
dhe Fourier trajtohen né kapituj té posacém té kursit; rrjedhojat diferenciale té serive té
fuqive pérfshihen kétu vetém si lidhje teorike. Material didaktik i pérgatitur pér kontroll editorial.

Pérputhja me temén III té syllabus-it té kursit éshté kontrolluar; statusi nuk nénkupton recension té jashtém.
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