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Qellimi dhe vendi ne strukturen e kursit

Vargjet funksionale pérgjithésojne vargjet numerike: kufizat e vargut tani jané funk-
sione, jo numra. Duke kaluar nga f, (x) te njé funksion kufi f(z), duhet té dallohet
rregullisht nése numri N i kérkuar nga pérkufizimi i konvergjencés varet apo jo nga
pika x. Kjo éshté diferenca themelore midis konvergjencés pikésore dhe asaj uni-
forme.

Rezultatet e té nxenit. Studenti duhet té jeté né gjendje (i) té formulojé pérkufizi-
met me kuantifikatorg; (ii) té pérdoré normeén |- | ., kur éshté e fundme; (iii) té zbatojé
kriterin uniform te Koshit; (iv) té vértetoje teoremen e vazhdueshmeérisé sée kufirit uni-
form; (v) té dallojé kundérshembujt gé tregojné pamjaftueshmériné e konvergjences
pikésore; (vi) té argumentojé ruajtjen e integrimit dhe kufizimet pér derivimin.

Parakushtet. Vargjet e numrave real€, vlera absolute dhe norma, vazhdueshméria
né njé segment, plotésia e R, supremumi dhe integrali i Rimanit.

Kufiri pikésor —_— Uniformiteti —_— Vetité e kufirit

N varet nga € dhe x N varet vetém nga € Kontrollo hipotezat

Figura 1: Skema logjike e kalimit nga konvergjenca pikésore tek uniformiteti dhe vetité e
kufirit.

Perkufizimi i vargut funksional

Le té jeté £ C R bashkési jo e zbrazét. Njé varg funksional éshté njé familje
funksionesh

fn:E—R, n € N.
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Shénimi (f,) ose (f,,),>1 nuk nénkupton asnjé lloj konvergjence. Pér ¢cdo x € F
fiksojmé njé varg numerik (f, (z)); sjellja e kétij vargu mund té ndryshojé sipas x.

Pérkufizim 3.1 (konvergjenca pikésore). Thuhet se f,, konvergjon pikésisht drejt
f:+E — Rné F nése

Vee EVe >0dN = N(g,z) Vn> N : |f, (x) — f(x)| < e.

Pérkufizim 3.2 (konvergjenca uniforme). Thuhet se f,, konvergjon uniformisht
drejt f né F nése

Ve >03dIN =N(e)Ve e EVn> N :|f, (z)— f(z)] <e.

Ndryshimi i vetém né paraqitje éshté vendi i kuantifikatorit Vx né raport me 3/V; né
peérmbajtje ai percakton njeé nocion thelbésisht me te forte.

Propozim 3.1. Konvergjenca uniforme né E sjell konvergjencé pikésore né F.

Vértetim. Pér ¢do ¢ > 0 konvergjenca uniforme jep njé N(¢) qé vlen pér té gjitha
pikat. Pér njé piké fikse x, i njéjti /N vérteton konvergjencén pikésore. [

E kunderta eshte pergjithésisht e pavertete, sic tregon shembulli pasues.

n

Kundérshembulli themelor: f (z) =«

Vendosim f, () = 2" né E = [0,1]. Kur0 < z < 1, 2" — 0, ndérsa f,(1) = 1 pér
¢do n. Prandaj

ey = o ={ 3 9=

r = 1.

Kufiri f éshté i ndérpreré né x = 1, ndonése ¢do f,, éshté i vazhdueshém. Ky fakt
sugjeron, por nuk e zévendéson, proven direkte se konvergjenca nuk €shté uniforme.

Vértetim direkt i jouniformitetit. Pér ¢cdo n,

sup |z — f(x)| = sup z" =1.
€[0,1] 0<z<1

Supremumi éshté 1, edhe pse pér x < 1 nuk arrihet; merret duke zgjedhur = mjaft
prané 1. Sirrjedhim, gabimi maksimal nuk tenton né zero.

Kujdes. Né ¢do segment [0, a], ku 0 < a < 1, kemi

sup |z"| =a" —— 0,
z€[0,a] n—00

prandaj konvergjenca éshté uniforme né [0, a]. Ajo nuk éshté uniforme as né [0,1):
megjithése pika 1 éshté pérjashtuar, supremumi vazhdon té jeté 1.

Norma uniforme dhe kriteri i supremumit
Pér njé funksion té kufizuar g : E — R, pércaktojmé normén uniforme
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Konvergjenca pikésore, jo uniforme né [0,1]

1.04 = n=1 — =5 — =25
n=2 — n=10 — n=70

0.8 1

0.6

fn(Xx)

0.4+

0.2

0.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 2: Vargjet e funksioneve x" prané skajit x = 1.

19l o0,z = sup [g(z)].
xeE

Péer funksione jo domosdoshmeérisht té kufizuara mund té pérdorim njé supremum
me vleré 4+00; norma né kuptimin e zakonshém kérkon kufizueshmeéri.

Teorema 3.1 (kriteri i supremumit). Vargu f, konvergjon uniformisht drejt f né
E atéheré dhe vetém atéheré kur

sup | f,(x) — f(z)] — 0.

relR

Vértetim. Le té shénojmé M, = sup,_p|f,(z) — f(x)|, duke pranuar edhe vlerén
400 pér indekse té vecanta. Nése konvergjenca éshté uniforme, pér ¢do ¢ > 0
ekziston N itillé gé |f,(z) — f(x)] <

fracvarepsilon2 pér té gjithé x dhe n > N. Késhtu M, <

fracvarepsilon2 < ¢ pérn > N, pra M, — 0. Anasjelltas, nése M, — 0, pér ¢do
e >0ka N me M, <e¢, dhe késhtu |f, () — f(z)| < M, <epérgdoz € E. O
Pérdorimi i

fracvarepsilon2 né drejtimin e paré éshté i géllimshém: nga pabarazia strikte piké-
sore |g(z)| < € nuk rrjedh domosdoshmérisht sup |g| < e.

Shembull i konvergjencés uniforme: z"(1 — )

Vendosim g, (z) = z™(1 — z), z € [0,1]. Pér ¢do piké =z € [0,1], g,,(x) — 0. Pér té
pércaktuar konvergjencén uniforme nuk mjafton ky fakt; njehsojmé maksimumin.

g () =nax" (1 —z) — 2" = 2" Hn — (n+ 1)x].

Maksimumi né segment arrihet né z,, =
fracnn + 1 dhe jep
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n" 1 .
||gn||oo,[0,1] (’I’L i 1>n+1 = n—+1 n—>oo/ 0.

Prandaj g,, — O uniformisht, megjithése pika e maksimumit x,, zhvendoset drejt 1.

Konvergjenca uniforme né [0,1]

0.25 A

0.05 A

0.00 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 3: Vargu 2" (1 — z) ka konvergjencé uniforme.

Kontroll i gabimit maksimal

0.25 - — [x"(1-x)|[
Aférsisht 1/(e(n+1))

0.20 A

0.15 4

Norma uniforme

0.05

T T T T T T T
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Figura 4: Norma uniforme e gabimit né varési té n.

Kriteri uniform i Koshit

Teorema 3.2 (Koshi). Vargu (f,,) i funksioneve reale né E konvergjon uniformisht
né F atéheré dhe vetém atéheré kur

Ve >03dN Vm,n>NVze E: |f,(z)—f.(z)] <e.

Vértetim, drejtimi i domosdoshém. Nése f,, — f uniformisht, zgjedhim N té tillé

qé | fi.(z) — f2)] <
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fracvarepsilon2 pér ¢do k > N dhe ¢do x. Pabarazia trekéndore jep

[fn(2) = fn (@) < (@) = f(@)] + [ (2) — fl2)] <e.

Vértetim, drejtimi i mjaftueshém. Pér ¢do  fiks, kushti i teoremés bén qé (f,,(z))
té jeté varg i Koshit né R, pra ka limit f(x) nga plotésia e R. Pér ¢ > 0 zgjedhim N

qé garanton | f, (x) — f,, ()| <
fracvarepsilon2 pér ¢cdom,n > N dhe ¢do z. Fiksojmé n > N dhe kalojmé m — oo:

fitojmé | £, (v) — f(z)] <
fracvarepsilon2 < ¢ pér ¢do x. Ky éshté pikérisht pérkufizimi uniform. O

Verejtje. Ky kriter éshté vecanérisht i dobishém kur funksioni kufi nuk njihet para-
prakisht.

Konvergjenca uniforme dhe vazhdueshmeria

Teorema 3.3. Le té jené f, : £ — R té vazhdueshém né njé piké z, € E (me topolo-
gjiné relative té F). Nése f,, — f uniformisht né F, atéheré f éshté i vazhdueshém
ne xg.

Vértetim. Pér njé ¢ > 0, zgjedhim N t& tillé qé sup, | fn(2) — f(2)] <
fracvarepsilon3. Nga vazhdueshmeéria e f né x, ekziston 6 > 01i tillé qé | f(z) —

In(@o)l <
fracvarepsilon3 pér x € F,

|f(z) = flxo)| < |f(x) — fn(@)| + [fn(z) — fn(2o)]
+ [ fn(xo) — flz0)| <.

Pra f éshté i vazhdueshém né x,. O

T — x| < 6. Atéheré

Rrjedhim. Kufiri uniform i funksioneve té vazhdueshme né E éshté i vazhdueshém
né F. E kundérta nuk vlen pa hipoteza shtesé: kufiriivazhdueshém nuk garanton
konvergjencé uniforme (shih f, (z) = 2™ né [0, 1), ku kufiri éshté funksioni konstant
zero dhe i vazhdueshém né kété bashkesi).

Konvergjenca uniforme dhe integrimi

Teorema 3.4. Nése f, : [a,b] — R jané funksione té vazhdueshme dhe f, — f
uniformisht né [a, b], atéheré f éshté i vazhdueshém dhe

b

b
lim fo(z)de = / f(x) dz.

n—oo
a

Vértetim. Vazhdimésia e f rrjedh nga Teorema 3.3, prandaj integrali ekziston. Duke
pérdorur linearitetin dhe pabaraziné pér integralin, marrim

/ab fo(z)dr — /ab f(z)dx

< (b—a) sup |f,(z)— f(z)] = 0.

z€la,b)
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Kjo eéshté nje prove e plote, jo thjesht njé rregull formal pér ndérrimin e limitit me
integralin. O

Kundershembull: konvergjenca pikesore nuk mjafton per
integrimin

Teorema 3.4 ka njé hipotezé thelbésore: uniformitetin. Pér té treguar pse nuk
mund ta heqim pa zévendésim me kushte té tjera, ndértojmé njé varg funksionesh

té vazhdueshme né [0, 1] qé konvergjon pikésisht drejt zeros, por integralet e tij jané
vazhdimisht té barabarta me 1.

Pér ¢do numér té ploté n > 2, vendosim

n’z, 0<z<1/n,
h,(z) =< 2n—n’z, 1/n<x<2/n,
0, 2/n<x<1.

Hapi 1 — Vazhdimeésia. Né€ pikat e bashkimit x =

fracln dhe x =

frac2n, shprehjet pérkatése japin té njéjtén vleré. Prandaj h,, €shté i vazhdueshém
né [0, 1].

Hapi 2 — Kufiri pikésor. Pér x = 0 kemi h,,(0) = 0. Pér ¢do = > 0 té fiksuar, kur
n >

frac2z, kemi x >
frac2n dhe h,,(z) = 0. Késhtu h,,(x) — 0 né ¢do pikeé té [0, 1].

Hapi 3 — Integrali. Grafiku éshté njé trekéndésh me bazée
frac2n dhe lartési n. Prandaj

1
/ ho(x)de =%-=-n=1, péredon > 2.
0

1
Nga ana tjetér, funksioni kufi éshté h = 0, prandaj L h(x) dxr = 0. Rrjedhimisht,

1 1
lim h,(x)de =1%#0= / lim h,,(z)dx.
Hapi 4 — Testi i uniformitetit. Maksimumi /., (
fracln) = n nuk tenton né zero; pérkundrazi, rritet. Pra konvergjenca nuk éshté
uniforme. Ky kundérshembull nuk pohon se uniformiteti éshté gjithmoné kusht i ne-
vojshém pér kalimin nén integral: ekzistojné edhe hipoteza té tjera té mjaftueshme.

Pse derivimi kerkon hipoteza me te forta?

Konvergjenca uniforme e funksioneve nuk garanton konvergjencén e derivateve, as
derivueshmériné e kufirit.

Kundérshembull. Né [—1, 1] vendosim h,,(z) = \/2? + fracln. Atéheré
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Maja qé ngushtohet: kufiri pikésor éshté zero, por sipérfagja mbetet 1

25
— n=3 n=6 — n=12 — n=24
20 A
15 A
X
<
10 A
5 -
0 T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 5: Funksione me mbéshtetje gjithnjé e mé té ngushté, me integral konstant.

B 1/n < 1
Va2 +1/n+ |z~ Vn

pér ¢do x € [—1,1]. Pra h,, — |x| uniformisht. Cdo h, éshté i derivueshém né
[—1, 1], ndérsa |x| nuk éshté i derivueshém né 0.

0 < hy () — |a]

Konvergjencé uniforme qé nuk ruan derivueshmériné né zero (né [-1,1])
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Figura 6: Funksione té 1émuara gé afrojné uniformisht |z|.

Teorema 3.5 (kalimi i limitit me derivimin). Le té jené f, € C'([a,b]). Su-
pozojmé se (i) f,,(x,) konvergjon pér njé x, € [a,b]; dhe (ii) f, konvergjon unifor-
misht né [a, b] drejt g. Atéheré f, konvergjon uniformisht né [a, b] drejt njé funksioni

f € C(la,b]) dhe [’ = g.

Vértetim. Shénojmé ¢ = lim,, f, (x,). Nga teorema themelore e analizés,
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fol@) = fo(0) + /w £ (t) dt.

Nga teorema e integrimit uniform, anét e djathta konvergjojné uniformisht drejt

fla) =0+ / ) g(t) dt.

0

Sepse g éshteé kufir uniform i funksioneve té vazhdueshme, g éshte i vazhdueshém.
Teorema themelore e analizés jep [/ = g. O

Mekanizmi logjik i vertetimit

Kur kérkohet té vértetohet konvergjenca uniforme e njé vargu funksional, metodolo-
gjia duhet te jete e qarte:

1. Pércakto bashkésiné F dhe funksionin kufi f pér ¢do x € F.

2. Formo gabimin e, (x) = |f,,(z) — f(z)| dhe kontrollo varésiné e tij nga x.

3. Njehso M,, = sup,_j e, () ose ndérto njé kufi uniform M,, < a,, ku a,, — 0.
4

. Nése pretendon jouniformitet, trego ge Mn#O; ne praktiké mund té ndértosh
pika z, € Emee,(x,) > ¢, > 0.
5. Per té kaluar ne limit nén integral ose derivat, kontrollo ve¢mas hipotezat e
teoremeés pérkatése.

Krahasimi i tre nocioneve

Nocioni Kushti kryesor Cfaré siguron?

Pikésor N = N(eg,z) Limit né ¢do piké; jo
domosdoshmeérisht ruajtje
e vazhdueshmeérisé

Uniform N = N(e) Vazhdimési e kufirit té
funksioneve te
vazhdueshme; kalim i
limitit me integralin ne
segment

Uniform i derivateve + njé f, — ¢ uniformisht dhe Kufiri éshté C' dhe f' =g

vleré fn(z() konvergjon

Shembuj te zgjedhur dhe analiza metodologjike

Shembull 3.1. Pér f, (z) =

fracsin(nz)n né R, kemi | f,,(z)| <

fracln. Prandaj f,, — O uniformisht né gjithé R, pavarésisht luhatjeve té shpejta.
Derivatet f (x) = cos(nx) nuk konvergojné pikésisht né pérgjithési.

Shembull 3.2. Pér f, (z) =
fracxl +nxné [0,1] kemi 0 < f, (z) <
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fracln + 1 sepse funksioni éshté rrités né x. Pra kufiri zero éshté uniform. Né
[0, 00) supremumi éshté
fracln pér n > 1, gjithashtu jep konvergjencé uniforme.

Shembull 3.3. Pér f, (xr) = z" né [0,1), kufiri zero éshté i vazhdueshém, por
sup,_, " = 1. Kjo vérteton se vazhdimésia e kufirit nuk mjafton pér konvergjen-
cén uniforme.

Gabime gé duhen shmangur. (1) Té zévendésohet supremumi me njé maksimum
gé mund té mos arrihet. (2) Té vértetohet vetém konvergjenca pér ¢cdo pike fikse dhe
té shpallet uniforme. (3) Té supozohet se kufiri i vazhdueshém provon uniformitetin.
(4) Te derivohet limiti pa verifikuar hipotezat e teoremeés sé derivimit. (5) Té pérdoret
njé grafik me njé numeér té fundme vlerash si prové e njé pohimi pér ¢do n.

Harte konceptuale dhe udhezues vendimmarrijeje

1. Vargu funksional f,, : £ — R — identifiko kufirin pikésor f.
2. Konvergjenca pikeésore — verifiko pér ¢cdo z fiks.

3. Konvergjenca uniforme — llogarit ose vleréso sup \fo—f

njihet, pérdor kriterin e Koshit.
4. Kalimi né limit — vazhdueshmeéria dhe integrimi ruhen né kushtet e teore-
mave.
. Derivimi — kérkon kushte shtesé mbi derivatet dhe nje vlere baze.
. Kundérshembujt — kontrollojné domosdoshmériné e hipotezave.

; nése kufiri nuk

S O1

Ushtrime pér punée té pavarur

1. Pércaktoni llojin e konvergjencés sé f, (x) = x™ né [—

fracl2,

frac12], [0,1) dhe [0, 1].

Provoni konvergjencén uniforme té f, () = 2™ (1—=x) né [0, 1] dhe gjeni normén
ekzakte.

Studioni f,,(z) = 775,z né [0, 1]. A konvergjon uniformisht?

Studioni f,(z) = % né R dhe sjelljen e derivateve né x = 0.
Verifikoni kriterin uniform té& Koshit pér f,, (z) = 77— né [0, 1].

Ndeértoni njé varg funksionesh té vazhdueshme gé konvergjon pikésisht te nje
funksion i ndérprere.

7. Provoni me pabarazi integrale gé nga f,, — f uniformisht né [a, b] rrjedh kon-

vergjenca e integraleve.
8. Shpjegoni pse \/x2 + fracln nuk autorizon derivimin term pas termi né zero.

N

SOk W

Literatura akademike

* W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, kapitulli
mbi vargjet dhe serité funksionale.

» T. M. Apostol, Mathematical Analysis, 2nd ed., Addison-Wesley, temat mbi kon-
vergjencen uniforme.

* M. Ofendija, Analiza Matematike II, ShBLU, Tirane, 2005 (si literature e pércak-
tuar pér temat e serive né lénde).



	Qëllimi dhe vendi në strukturën e kursit
	Përkufizimi i vargut funksional
	Kundërshembulli themelor: f_n(x)=x^n
	Norma uniforme dhe kriteri i supremumit
	Shembull i konvergjencës uniforme: x^n(1-x)
	Kriteri uniform i Koshit
	Konvergjenca uniforme dhe vazhdueshmëria
	Konvergjenca uniforme dhe integrimi
	Kundërshembull: konvergjenca pikësore nuk mjafton për integrimin
	Pse derivimi kërkon hipoteza më të forta?
	Mekanizmi logjik i vërtetimit
	Krahasimi i tre nocioneve
	Shembuj të zgjedhur dhe analiza metodologjike
	Hartë konceptuale dhe udhëzues vendimmarrjeje
	Ushtrime për punë të pavarur
	Literatura akademike

