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1. Objektivat dhe lidhja me Leksionin 3

Né pérfundim té kapitullit studenti duhet: (i) t€ ndértojé polinomin e Taylor-it nga derivatet;
(ii) té dallojé identitetin e Taylor-it me mbetje nga pérfaqésimi si seri e pafundme; (iii) té
vértetojé formulén e mbetjes né formén e Lagranzhit; (iv) té kontrollojé kushtet e vlefsh-
meérisé té zhvillimeve klasike; (v) té prodhojé kufij rigorozé té gabimit dhe té zgjedhé rendin
e pérafrimit.

Njohurité paraprake jané derivatet e rendit té larté, teorema e Rolle-it, teorema e vlerés mesa-
tare, konvergjenca e serive numerike, serité e fugive dhe konvergjenca e tyre lokale. Ndryshe
nga analiza e njé serie formale, kalimi nga funksioni né seriné e tij kérkon njé argument sht-
esé pér mbetjen.

2. Polinomi i Taylor-it dhe kushtet e kontaktit

Pérkufizim 4.1. Le té jeté f e derivueshme n heré né njé rrethiné té pikés a. Polinomi i
Taylor-it me rend n rreth a éshté

n_ (k) (g
Tn,a(x) = kZ:O f ]{?'( )(w _ a’)k'

Pér a = 0 pérdorim emrin polinom i Maclaurin-it. Polinomi plotéson T,Sj Zl(a) = fU)(a) pér
¢do 0 < j < n. Kjo nuk thoté se T, ,(v) = f(x) pér = # a.

Propozim 4.1 (unikésia). Polinomi me shkallé jo mé té madhe se n gé ka té njéjtat n + 1
vlera té derivateve né a éshté unik.

Veértetim. Nése P, Q plotésojné kushtet, H = P — Qka HY)(a) = 0pér 0 < j < n. Duke
shkruar H (z) = Z?:o ¢;(x — a)?, marrim jlc; = HY)(a) = 0;pra H = 0.0

3. Formula e Taylor-it me mbetje

Teoremé 4.1 (forma e Lagranzhit). Le té jeté f e vazhdueshme né segmentin me skaje
a, x dhe me derivate deri né rend n + 1 né brendésiné e tij (me derivatet deri né rend n té
pércaktuara né a). Atéheré ekziston & rreptésisht ndérmjet a dhe z i tillé gé

) = Ty®) 4 Rl0), Ryl = T gy

n,a n,a ) n,a (n+ 1)' .
Vértetim (me Rolle té pérgjithésuar). Pér x #+ a shénojmé E = f(x) — T, ,(x) dhe marrim
K = E/(x—a)™". Vendosim F'(t) = f(t)—T,, ,(t)—K(t—a)"*". Kemi F(x) = O dhe
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FU)(a) = 0pérj = 0, ..., n. Duke zbatuar teoremén e Rolle-it n. + 1 heré (ose versionin
e saj té pérgjithésuar), ekziston & midis @ dhe  me F("*1 (&) = 0. Meqé TT(LnJ U =0, del

fFU(€) — (n+ 1)K = 0. Zévendésimi i K jep formulén. Pér z = a, mbetja éshté zero.
]

Rrjedhim 4.1 (kufiri uniform i mbetjes). Nése | /(1) ()| < M né segmentin ndérmjet
a dhe x, atéheré

M‘x_a‘n+1
(n+1)!

Ky éshté njé kufi rigoroz, jo njé pérafrim i marré nga grafiku. Numri M duhet justifikuar pér
gjithé segmentin.

R a(2)] <

4. Kur Taylor-i pérfagéson vértet funksionin?

Teoremé 4.2 (kriteri i mbetjes). Nése f ka derivate té ¢do rendi né njé rrethiné té a dhe
pér njé x té caktuar vlen R,, ,(7) — Okur n — oo, atéheré

n.

o f(n) (g
JIESR A TP

Vértetim. Nga identiteti i Taylor-it, f(z) — T, ,(z) = R, ,(z). Duke kaluar né limit,

n,a
T, .(x) — f(x); kjo éshté pikérisht pérkufizimi i shumés sé serisé. [J

n,a

Kundérshembull vendimtar. Funksioni g(z) = e /%" pér 2 # 0 dhe g(0) = 0 éshtd

C'*° né R, por g(”) (0) = Opérgdon > 0. Seria Taylor né zero éshté identikisht zero, ndérsa
g(z) > Okur x # 0. Pra pafundésia e derivueshmérisé nuk garanton analiticitetin.

5. Zhvillimet klasike dhe bashkésité e vlefshmeérisé

Funksioni eksponencial. Pér ¢do x € R,

o0 n
a

e’ = E —'
=0 n.

Argument. Né segmentin ndérmjet O dhe z, |e?| < el®l; prandaj IR, o(2)] < el#l|z|" 1/ (n+-
1)! — 0 (kriteri i raportit pér vargun e majorantéve).

Sinusi dhe kosinusi. Pér ¢do x € R,

o' $2n+1 0 x2n
sSiInN Ty = 7;)(—1) m, COST = T;)<—1> (2n)|

Derivatet e ¢do rendi kané vleré absolute jo mé té madhe se 1; formula e mbetjes jep kon-
vergjencé drejt funksionit né ¢do pikeé reale.
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Logaritmi. Pér —1 < x < 1 kemi

o0}

1—|—£C Z n—l—lx )

n=1

Derivim i kontrolluar: Pér |z| < 1, seria gjeometrike 1/(1 +¢) = Z;:O:O(—t)“ konvergjon

uniformisht né ¢do segment kompakt té (—1, 1), késhtu lejohet integrimi term pas termi
nga 0 te x. Né x = 1, seria alternuese konvergjon dhe shuma éshté In 2 nga teorema e
Abelit pér kalimin te skaji (ose nga njé argument integral i mbetjes). Né x = —1 seria béhet

— Zzozl 1 / n dhe divergon; funksioni gjithashtu nuk éshté i pércaktuar atje.

Kujdes. Derivimi ose integrimi term pas termi kryhet vetém né domenet ku justifikohet. Nuk
lejohet zévendésimi x = 2 né seriné e logaritmit.

6. Pérafrime me gabim té certifikuar

Shembull 4.1. Té pérafrohet el/2 me polinom rendi 4 rreth zeros dhe té vlerésohet gabimi.

1 1 1 1 211
T, 0(1/2) =1 — 4+ — = 2 = 1.6484375.
10(1/2) ot s T a8 T asa T qas T N0

Né [0,1/2] kemi ¢! < e/2 < 2 (p.sh. nga monotonia dhe vlerésimi standard e'/? < 2).
Prandaj

e 211 2(1/2)° 1
128/ = 5! 1920

Ky kufi éshté konservativ, por matematikisht i garantuar. Vlera numerike e njé programi nuk
éshté proveé e pabaraziseé.

< 0.000521.

€

Shembull 4.2. Pér 0 < x < 1, seria e logaritmit éshté alternuese me madhési té termave
b, = x™/n qé bien né zero; prandaj, pas IV termash,

xNJrl

“N+1

n
n+1$_

Mz

lnl—l—x

n:l

Ky éshté vlerésimi i Leibnizit; nuk duhet aplikuar pa monotoniné e kufizave absolute.

7. Gabimet metodologjike mé té zakonshme

1. Barazimi i funksionit me seriné pa kontroll té mbetjes. Derivatet né njé piké pér-
caktojné koeficientét, por jo domosdoshmeérisht shumén.

2. Heqja e domenit té vlefshmérisé. ShénimiIn(1 + z) = x — 2%/2 + - pa kushtin
—1 < o < 1 éshté i paploté.

3. Zévendésimi i gabimit real me madhésiné e termit té paré té 1éné jashté. Ky
vlerésim éshté i vlefshém pér seri alternuese vetém nén hipotezat e kriterit té Leibnizit.
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4. Pérdorimi i njé kufiri )/ pa e provuar. Kufiri mbi derivatin duhet té jeté i vlefshém
né té gjithé segmentin relevant.

5. Keqinterpretimi i njé Figura numerike. Njé grafiki 7], (x) pér disa n nuk provon qé
mbetja shkon né zero.

8. Ushtrime té propozuara pér seminare

1. Provoni nga pérkufizimi qé 7’ n,q €shté 1 vetmi polinom me kushtet e kontaktit né a.
2. Shkruani 75 , pér sin  dhe vlerésoni mbetjen né x = 0.4.

w

Pérdorni formén e Lagranzhit pér té certifikuar pérafrimin e cos(0.2) me 1 — 22 /2.

Gjeni sa terma té serisé alternuese té In 2 mjaftojné qé gabimi té jeté nén 103.
Shpjegoni pse funksioni i sheshté g(x) nuk éshté analitik né O edhe pse éshté C'™°.

el

9. Literatura dhe standardi i argumentimit

Literaturé orientuese: Ofendija, Analiza Matematike II, kapitulli mbi formulén dhe serité
e Taylor-it; Apostol, Mathematical Analysis, kapitulli pér zhvillimet Taylor. Teoremat dhe
ushtrimet jané paraqitur si material didaktik pér kontroll akademik. Figura numerike apo
laboratorét shérbejné pér interpretim, jo si zévendésim i vértetimeve.
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