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Pyetja udhéheqése. Kur mund té mblidhen pafundésisht shumé funksione
dhe té garantohet gqé shuma éshté e pérafrueshme me njé kontroll té njétrajt-
shém té gabimit? Ky kapitull ndérton pérgjigjen me pérkufizime té sakta, vér-
tetime dhe kundérshembuj.

1 Objektivat dhe lidhja me vargjet funksionale

Studenti duhet té pérkufizojé seriné funksionale pérmes shumave té pjesshme; té
dallojé konvergjencén pikésore, absolute dhe uniforme; té provojé kriterin uni-
form té Koshit; té zbatojé kriterin majorant té Vajershtrasit (Weierstrass); té shpje-
gojé pse kriteri éshté i mjaftueshém por jo i domosdoshém; dhe té ndértojé kundér-
shembuj gé pengojné pérgjithésime té gabuara.

Leté jete E C R, F # &, dhe u, : E — R funksione. Pér ¢do N pércaktojmé
Sn(z) = N u,(x). Pra, seria funksionale éshté njé ményré e veganté pér té stu-
diuar vargun funksional (Sy), jo vargun (u,).

2 Peérkufizimet themelore

Pérkufizim 2.1 (Konvergjenca pikésore). Seria } > | u,(x) konvergjon pikésisht né
E nése pér ¢do z € E, vargu numerik (Sy(z)) ka kufi té fundmé S(x). Logjikisht:

VCCGEV€>OE|N0:N0(ZE,€) \V/NZNO |SN(.7))—S<I>|<€

Pérkufizim 2.2 (Konvergjenca uniforme). Seria konvergjon uniformisht né £ drejt
S nése
Ve >03dNg = No(e) VN > NgVz € E: |Sy(x) — S(x)] < e.

Kur funksionet Sy — S jané té kufizuara né £, kjo éshté ekuivalente me ||Sy — S|| —
0.
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Pérkufizim 2.3 (Konvergjenca absolute). Seria konvergjon absolutisht né pikén x

nése > |u,(z)| < co. Ajo konvergjon absolutisht né £ kur kjo vlen pér ¢cdo = € E.
Kjo nuk nénkupton domosdoshmérisht konvergjencé uniforme né E.

Hierarkia logjike: konvergjenca uniforme = konvergjenca pikésore; konver-
gjenca absolute pikésore = konvergjenca pikésore. N€ pérgjithési asnjéra nga
dy té parat nuk nénkupton tjetrén.

3 Kriteri uniform i Koshit

Teoremé 3.1 (Kriteri uniform i Koshit). Seria > u, konvergjon uniformisht né £
atéheré dhe vetém atéhereé kur

m

k=n+1

Ve >03dNyVm >n> NyVz € E: < €.

Vértetim. Nése Sy — S uniformisht, pér m > n > N, kemi
S () = Sp(2)] < |Sm(z) — S(@)] + [S(x) — Sul2)| < e

duke zbatuar pér secilin diferencé kufirin /2. Anasjelltas, pér ¢do = kushti e bén
(Sn(z)) varg té Koshit né R, ndaj ekziston S(z) = limy Sy(z). Duke mbajtur n >
Ny té fiksuar dhe duke kaluar né limit m — oo te |S,,(z) — S.(x)| < £/2, marrim
|S(x) — Sp(z)] <e/2 < epér ¢do = € E. Pra konvergjenca éshté uniforme. OJ

Propozim 3.2 (Kushti i domosdoshém uniform). Nése Y u,, konvergjon uniformisht
né E, atéheré u, — 0 uniformisht né E.

Vértetim. u,, = S,, — S,—1; prandaj |u,(z)| < |S,(z) — S(x)| + |Sn—1(z) — S(z)|, dhe té dy
termat priren uniformisht né zero. OJ

Vérejtje 3.3. E kundérta éshté e rreme: u,(x) = — pér ¢do z € F Konvergjon uni-
n
formisht né zero, por seria harmonike divergon né ¢do piké.

4 Kriteri majorant i Vajershtrasit

Teoremé 4.1 (Kriteri M i Vajershtrasit). Nése ekzistojné numra M, > 0 té tillé qé
\un(x)| < M, pér¢do x € E, dhe >~ M, < oo, atéheré 3 u, konvergjon uniformisht
dhe absolutisht né E. Pér mé tepér;, pér ¢do N:

sup [S(z) — Sn(z)| < Y M,

el n=N-+1
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Veértetim. Pér m > n dhe ¢do =,

k=n+1
Djathtas éshté mbetja e njé serie numerike konvergjente, e cila béhet arbitrarisht
e vogél pavarésisht nga x. Kriteri uniform i Koshit garanton konvergjencén unifor-
me. Pér ¢do z, kriteri i krahasimit siguron ) |u,(z)| < oo. Duke kaluar m — oo né
pabaraziné e mésipérme me n = N pérfitohet vlerésimi i mbetjes. [

sm(n:z:)

m

< 3 < 3 M

k=n+1 k=n+1

Shembull 4.2 (Seri me parametér). Né £ = [—1, 1], u,(x) = . Meqé |u,(z)| <

n2 dhe Y n? konvergjon, seria éshté uniformisht dhe absolutisht konvergjente.

Pér N > 1:
IS —Snle <3 /

n>N

5 Pse kriteri M nuk éshté i domosdoshém

Shembull 5.1 (Unlforme por pa majorant té mbledhshém). Né £ = [0, 1], merrni
up(x) = (1) 1? Pér ¢do z € [0, 1], kufizat b,,(x) = 2" /n jané jonegative, zbritése
ndaj n dhe

0 <by(x) < % — 0 uniformisht né z.

Pérmes vlerésimit té mbetjes sé serisé alternuese (i vlefshém njétrajtshém né z),

N+1 1
<
|5(z) - ()’_N+1_N+1

Pra seria konvergjon uniformisht né [0, 1]. Megjithaté sup,_, |u,(z)| = 1/n dhe 3 1

divergon. Pér pasojé nuk ekziston asnjé majorant numerik i mbledhshém A7, >
sup |u,|.

6 Njé kundérshembull thelbésor

Shembull 6.1 (Konvergjenca pikésore nuk mjafton). Né £ = [0,1) seria ) a"
konvergjon pér cdo x drejt S(z) = 1/(1 — z). Shumat e pjesshme jané
1 — pN+1 N+1

Sn(x) = S |S(x) — Sn(z)] =

Pér ¢do N supremumiigabimit né [0, 1) éshté +occ. Prandaj konvergjenca nuk éshté
uniforme. Né ¢do [0,7] me 0 < r < 1 kemi

Sup |5(x) — ()| < 1—
0<z<r T

pra konvergjenca éshté uniforme né ¢do segment té tillé. Ky éshté dallimi ndérmjet
konvergjencés uniforme lokale dhe uniforme né té gjithé fushén.

X

1—2x

N+1

— 0,
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7 Kriteri uniform i Diriklesé: njé zgjerim

Teoremé 7.1 (Diriklesé uniforme, formulim praktik) Le té jené a,,b, : E — R dhe
An(z) = SN ar(z). Supozojmé se ekziston C > 0 i tillé qé \AN( )| < C pér ¢do
N, z; se pér ¢do z, b,(x) > 0 éshté jobrrités ndaj n; dhe se sup,_,. b,(x) — 0. Atéheré
>~ a,(x)b,(x) konvergjon uniformisht né E.

zeFE

Vértetim. Pér m > n, duke vendosur By (z) = Zf wi1 @(x) Kemi | By (z)| < 2C. Nga
mbledhja sipas pjeséve,
m m—1
Z akbk = mem + Z Bk(bk — bk+1).
k=n+1 k=n+1
Prandaj, meqe b, éshté jobrrités dhe jonegativ,
m m—1
Z ag(x)bg(x)| < 2C (bm(x) + Z (b(z) — bk+1(a:))> = 2Cby41(x).
k=n+1 k=n+1

Kufirii djathté priret né zero uniformisht né z; zbatimii Teoremés 3.1 e pérfundon
vértetimin. O

Vérejtje 7.2. Kufizimi uniform i shumave té pjesshme Ay éshté hipotezé thelbéso-
re. Nuk mjafton qé Ay(z) té jeté i kufizuar pér ¢cdo » me konstante gé varet nga
Z.

8 Figura dhe interpretime

Shumat e pjesshme té serisé gjeometrike

124 — N=1 —— N=5  —— N=40
N=2

— N=12 == 1/(1-x)

10 A

S N(x)
[=)]

o-—.?.:_—,.

-1.00 -0.75  -0.50  —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 1: Shuma té pjesshme té serisé gjeometrike dhe shuma e saj. Afrimi nuk
éshté uniform né [0, 1), por éshté uniform né ¢do [0,7], r < 1.
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0.125 ~

0.100 ~

0.075 ~

0.050 ~

0.025 A

0.000 +

fr(x) = x"(1 — x): uniformisht -0 gn(x)=x": jo uniformisht —f
—_— n=2 1.04 n=2
n=5 n=5
— n=12 0.89 — n=12
—— n=35 — n=35
0.6 -
0.4
0.2 A
0.0 A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Figura 2: Kufizat e vargjeve funksionale mund té kené sjellje uniforme té ndrysh-
me. Vézhgimi grafik nuk zévendéson provén me supremum.

1.0 A

0.8 -

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 1

Seri alternuese: afrim uniform né [0,1]

— N=8 — N=60
— N=20 == In(1+x)

= 2
o
w

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3: Shumat e pjesshme té 3~ . (—1)""'2"/n né [0, 1] dhe kufiri In(1 + z).
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9 Kriteri uniform i Abelit

Teoremé 9.1 (Kriteri uniform i Abelit). Supozoni se Y " a,(x) konvergjon unifor-
misht né E dhe se, pér ¢do = € E, vargu b,(x) éshté jonegativ dhe jobrrités sipas n.
Nése ekziston B > 01 tillé q¢é 0 < b,(x) < B pér ¢do n dhe © € E, atéheré seria
> an(x)b,(x) konvergjon uniformisht né E.

n=1

Vértetim. Nga kriteri uniform i Koshit, pér ¢do £ > 0 mund té zgjedhim N, té tillé
gé pér ¢do m > k > N, dhe z € E té kemi

k
j= =n @

Pér m > n > N, vendosim A" (z) = 32 a;(z). Nga mbledhja sipas pjeséve,

m m—1

Z akbk = Ag)bm + Z A,(Cn)(bk — bk+1).

k=n k=n

Pér shkak té monotonisé dhe jonegativitetit té v,, duke pérdorur |A§€”)| < ¢/(2B),
pérfitojmé

“ € €
Zak(x)bk( <—<m+z bk_bk+1>:_Bb <§ E.
k=n

Zbatohet kriteri uniform i Koshit. (J

Shembull 9.2 (Njé zbatim i Abelit). Le té jeté £ = [0,1], a,(z) = (=1)""'/n dhe
b,(z) = z™. Seria numerike > a, konvergjon, ndaj seria funksionale konstante
> a,(x) konvergjon uniformisht né E. Funksionet z" jané jonegative, jobrritése
né n dhe té kufizuara nga 1. Pra, > - (—1)""'z"/n konvergjon uniformisht né [0, 1].

10 Konvergjenca absolute dhe uniforme: marrédhé-
nie jo té krahasueshme

Propozim 10.1. As konvergjenca absolute né ¢do piké nuk nénkupton domosdosh-
meérisht konvergjencén uniforme, as konvergjenca uniforme nuk nénkupton domos-
doshmérisht konvergjencén absolute né ¢do piké.

Vértetim me kundérshembuj. (i) Seria )" - 2" né [0, 1) éshté absolutisht konvergjen-
te né ¢do piké, por jo uniformisht konvergjente, sepse sup,_,_, |S — Sy| = +o0. (ii)

(-1

Seria e funksioneve konstante v, (x) = , ¢ € F, konvergjon uniformisht né
n

cdo bashkési jo té zbrazét F, sepse shumat e pjesshme jané té pavarura nga z dhe
seria numerike alternuese konvergjon. Ajo nuk konvergjon absolutisht né asnjé

piké, pasi 3 Jun(z)] = S 1/n = +o0. O
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Piké metodologjike. Né klasifikimin e njé serie funksionale, kontrolloni né
meényreé té vecanté (a) konvergjencén pikésore, (b) absolutisht pér ¢do piké dhe
(c) uniformisht né bashkésiné e specifikuar. Asnjéra nga kéto pyetje nuk zéven-
déson automatikisht tjetrén.

11 Sa terma nevojiten pér njé saktési té paracaktu-
ar?

Le té jeté S(z) = > 7, sin(nz)/n? né R. Kriteri majorant jep

=1 *dt 1
sup|S(x) — Sw(a) < S ES/N LS

zeR n=N+1

Pér té garantuar gabim jo mé té madh se 1073, mjafton N > 1000. Kjo éshté njé
garanci analitike e vlefshme pér té gjitha vlerat e z, dhe jo njé pérfundim i nxjerré
nga disa pika té grafikut.

Vlerésimi i mbetjes: kriteri M dhe seria >1/n?

1.0 A s Kufiri teorik 1/N
Krahasim 1/(N+1)

o o
o ®
L .

o
>
f

Kufi pér gabimin

0.2 A

0.0 A

0 5 10 15 20 25 30 35 40
N — numri i termave té mbledhur

Figura 4: Kontrolli teorik i mbetjes sé serisé > sin(nz)/n?. Grafiku paraqget kufij té
garantuar, jo gabimin e matur numerikisht.
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[ Seria funksionale Zun(x) J

[ Konvergjenca pikésore } [ Konvergjenca uniforme } [ Konvergjenca absolute ]

Kriteret japin kushte te mjaftueshme; jo ®kuivalenca automatike

[ Kriteri i Koshit ][ Kriteri M }[ Dirikle / Abel J

Figura 5: Organizimi i koncepteve; shigjetat tregojné rrugé studimi dhe jo impliki-
me matematikore né ¢do rast.

12 Harté konceptuale e kritereve

13 Udhézues pér zgjedhjen e Kkriterit

( N
Harta konceptuale e arsyetimit. (1) Formo Sy = > _, u,. (2) Kontrollo
nése ka njé majorant |u,|] < M, me > M, < oo; nése po, pérdor kriterin
M. (3) Né mungesé té tij, kontrollo kriterin uniform té Koshit ose struktu-
rén alternuese/Diriklesé. (4) Pér té pérjashtuar uniformitetin, provo té gjesh
Sup |S — Sn| /4 0 0se supy |u,| 4 0. (5) Mos e pérziej konvergjencén uniforme
me konvergjencén absolute pikésore.

14 Gabime té zakonshme dhe vlerésim kritik

1. Kufiza v, — 0 garanton seriné: e rreme, edhe uniformisht.
2. Konvergjenca absolute né cdo piké garanton uniformitetin: e rreme.

3. Déshtimi i Kkriterit )/ provon divergjencén: e rreme; kriteri éshté vetém i
mjaftueshém.

4. Njé grafik me 100 terma provon uniformitetin: e rreme; kérkohet argument
pér ¢do £ > 0.

5. Uniformiteti né ¢do [0,7] me r < 1 garanton uniformitetin né [0, 1): e rreme.
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15 Shénime pedagogjike pér interpretimin e Kkrite-
reve

Né zgjidhje duhet deklaruar bashkésia FE pérpara pérdorimit té supremumit dhe
duhet dalluar njé kriter i mjaftueshém nga njé karakterizim ekuivalent. Pér Dirik-
lené dhe Abelin, argumenti i mbledhjes sipas pjeséve duhet shogéruar me kufij qé
jané té pavarur nga z.

16 Pyetje té pavarura

1. A konvergjon uniformisht ), ., £ né -1, 1]? Jepni vlerésimin e mbetjes.
2. Pérse ) .,z" nuk konvergjon uniformisht né [0, 1)?

3. Tregoni se > . (—1)"'2"/n konvergjon uniformisht né [0, 1] pa pérdorur krite-
rin M. -

4. Pércaktoni nése }_ ., (z" — 2""") konvergjon uniformisht né [0, 1].

5. Jepni njé shembull ku u,, — 0 uniformisht por > «,, nuk konvergjon pikésisht.

Literature orientuese

W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 3rd ed., kapitulli 7; T. M. Apostol, Ma-
thematical Analysis, 2nd ed., kapitujt mbi vargjet dhe serité e funksioneve. Materi-
alet e leksionit duhen trajtuar sé bashku me Leksionin 3 mbi vargjet funksionale
dhe me Leksionin 5 mbi kalimin né limit.
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