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Qellimi dhe rezultatet e te nxenit

Ky kapitull ndérton bazén matematikore té pérfagesimit trigonometrik té funksioneve
periodike. Duhet dalluar ekzistenca e koeficientéve nga konvergjenca e serisé
trigonometrike. Llogaritja e integraleve gé prodhojné koeficientét, né vetvete, nuk
provon geé seria pérfagéson funksionin né ¢do pike.

Pas studimit studenti duhet té (i) provojé relacionet e ortogonalitetit; (ii) ndértojé koe-
ficientét e njé zhvillimi trigonometrik; (iii) shfrytézojé simetrine cift/tek; (iv) njehsoje
polinomin trigonometrik té rendit /V; (v) pérdoré interpretimin si projeksion ortogo-
nal né hapésirén L?; dhe (vi) dallojé pérfundimet e sigurta nga pohimet gé kérkojné
teoremat e konvergjenceés té Leksionit 6.

Parakushte. Integrali i Riemann-it, identitetet trigonometrike, integrimi me pjese, li-
neariteti i integralit, funksionet cift dhe tek, shumat e fundme, nocioni i produktit ska-
lar.

1. Nga sinjalet periodike te polinomet trigonometrike

Njé funksion f : R — R quhet 27-periodik nése f(x + 27) = f(x) pér ¢do z. Pér
funksione te tilla, sistemi natyror i funksioneve bazé éshté

1, cos z, sinx, cos 2x, sin 2z, ... .

Pérkufizim 5.1. Polinomi trigonometrik i rendit jo mé té madh se N ka formén

N
Ty :EO Zl a,, cos(nx) + b, sin(nz)).

Koeficientét jané numra realé. Pérderisa shuma ka njé numeér té fundmeé termash, Ty
éshté i vazhdueshém, i derivueshém dhe 27-periodik; ky pohim nuk mund té transfero-



het pa argument te njé seri e pafundme.

Nje seri trigonometrike eéshté shprehja formale

70 —l—; a,, cos(nz) + b, sin(nz)).

E trajtojme si seri funksionesh: ¢do ményre konvergjence duhet deklaruar shprehimisht
(pikésore, uniforme ose né normén L?).

2. Teorema e ortogonalitetit
Teorema 5.1 (ortogonaliteti né [—, 7]). Pér m,n > 1:

" T, m=n
. . d — Y Y
/7T sin(nx) sin(mz) dz {0’ ——

" T, m=n
d — Y Y
/7T cos(nz) cos(mx) dz {0, ——

/ sin(nx) cos(mz) dx = 0.

Pér mé tepér, f_: sin(nx) dx = f_: cos(nz)dxr = 0, kurse f_: 1dz = 2.
Veértetim. Nga identitetet produkt-shumeé:

2 cos(nz) cos(mx) = cos((n —m)x) + cos((n + m)x),
2sin(nz) sin(mzx) = cos((n — m)zx) — cos((n + m)zx),

2sin(nz) cos(mx) = sin((n + m)z) + sin((n —m)x).

Pér ¢do numér té ploté k # 0, [ 7; cos(kx) dz = 0, ndérsa integrali i sin(kz) éshté zero
nga pariteti. Né rastin n = m, né identitetin e pare€ ose té dyté shfaget termi konstant
1 me integral 27, dhe faktori 1/2 prodhon 7. Késhtu provohen té tre formulat. O

Vérejtje metodologjike. Integrali i prodhimit éshté zero, por kjo nuk nénkupton se
funksionet nuk kané pika ku té dyja jané té ndryshme nga zero. Ortogonaliteti éshté
proné integrale, jo pikésore.



Ortogonaliteti: integral i prodhimit zero né njé periudhé
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Figura 1: Grafiku i prodhimit té dy harmonikéve dhe anulimi i sipérfageve té nénshkru-
ara.

3. Koeficientet e Fourier-it: nxjerrja e formulave

Teorema 5.2 (uniciteti i koeficientéve né njé pérfagésim té fundmeé). Nése f =
T'y; éshté njé polinom trigonometrik, atéheré koeficientét e tij pércaktohen né ményré
unike nga

aoZ%[:f’(w)d:ﬁ,

a, = %/W f(x) cos(nx) dz/|, b, = %/wf(x) sin(nx) dzx |.

Vértetim. Integrimi i identitetit f(z) = T () eliminon té gjitha harmoniket jo kons-
tante dhe jep f f = ma,. Shumézimi i identitetit me cos(mz), ndjekur nga integrimi,
eliminon ¢do term pérveg a,,, cos®(mz), prandaj [ f cos(mz) = 7a,, nése 1 <m < N.
Analogjikisht, [ fsin(ma) = wb,,,. Kjo provon formulat dhe unicitetin. O

Pérkufizim 5.2 (koeficientét pér njé funksion té integrueshém). Nése f éshté
27-periodik dhe i integrueshém né [—, 7|, integralet e mésipérme pérkufizojné koe-
ficientét e Fourier-it edhe nése nuk dihet ende nése seria e Fourier-it e f konvergjon
drejt f.

Kjo ndarje logjike eshte thelbésore. Né vecanti, nuk lejohet té shkruhet automatikisht
flz) =2+ anl(an cosnx + b, sinnz) pér ¢do funksion té integrueshém dhe pér
¢do x pa vendosur nj€ teoremé konvergjence.



4. Simetria e funksionit dhe kursimi i njehsimeve

Teorema 5.3. Nése f éshté ¢ift, f(—z) = f(x), atéheré té gjithé b,, = 0 dhe

2 ™
a, = ;/0 f(x)cos(nx)dx (n >0).

Nése f éshté tek, f(—z) = —f(x), atéheré a,, = 0 pér ¢do n > 0 dhe

2 ™
b, = — in dzx.
o= 2 [ S@sin)da

Veértetim. Produkti i njé funksioni ¢ift me sinusin tek éshté tek dhe ka integral zero
neé interval simetrik. Po ashtu, produkti i njé funksioni tek me kosinusin ¢ift éshte tek.
Produktet me paritet ¢ift integrohen né [—, 7| si dyfishi i integralit né [0, 7r]. O

Kujdes. Pariteti i f gjykohet né intervalin simetrik dhe pér zgjerimin periodik té zgje-
dhur; nuk pércaktohet nga pamja e vetém njé gjysméperiudhe pa deklaruar zgjerimin.

5. Interpretimi si projeksion optimal né hapésirén L’

Per funksione reale katror-integrueshme vendosim produktin skalar

(f,9) = %[ f(x)g(z) dx.

I I* =

Norma e bazés éshté |1|> = 2 dhe |cos(nz)|? = |sin(nz)|?> = 1. Nga Teorema 5.1,

funksionet e bazés jané reciprokisht ortogonale.

Teorema 5.4 (pérafrimi optimal trigonometrik). Le té jeté S, polinomi trigono-
metrik i rendit N, i ndértuar nga koeficientét e Fourier-it t& f € L?[—m,7]. Pér ¢do
polinom trigonometrik Py, té rendit jo mé té€ madh se IV vlen

[ 15w = sy@pdr < [ 15~ Pyt

Vértetim. Nga pérkufizimi i koeficientéve, f — S, éshté ortogonal me secilin element
té hapésirés sé polinomeve trigonometrike té rendit N. Duke shkruar f — Py = (f —
Sy) + (Sy — Py), dy anét né shumén e fundit jané ortogonale. Sipas identitetit té
Pitagorés né hapésirén me produkt skalar:

If = Pxl? = 1If = SyI?+ 1Sy — Pul> = |1f — Snl*



Kjo provon pohimin. O

Pasojé (pabarazia e Bessel-it). Me zgjedhjen e mésipérme té normalizimit, pér ¢do
N > 1.

2 N T
ag 2 2 1 2
e < [ e

n=1

Vértetim. Vendosni Py = 0 te identiteti i Pitagorés dhe llogaritni ||S|* me ortogona-
litetin e bazés. O

Kjo pabarazi éshté njé pohim i fundem dhe nuk kérkon ende teoremeén e plotésisé sé
bazes trigonometrike ose identitetin e Parseval-it.

6. Shembulli I: funksioni sharré f(x) = x

Né (—m,m) marrim f(z) = x dhe zgjerimin e tij 27-periodik. Funksioni éshté tek,
késhtu qé a,, = O pér¢cdo n. Pérn > 1,

2 T
b, = —/ x sin(nx) dx.
0

T
Integrimi me pjesé, me u = z, dv = sin(nx)dx, jep

/wain(nx)dx — l_M]” N [sin(;z:c)r __m=
0 n 0 n 0 n

Prandaj

Seria e Fourier-it e lidhur me funksionin sharré éshté

= (<)
2 ———ssin(nz).
> s
n=1
Interpretimi. Figura ilustron afrimin brenda intervalit. Né 47 zgjerimi periodik ka

kércime; barazia pikésore atje nuk duhet nxjerré nga vizualizimi. Kushtet dhe vlerat e
limiteve shgyrtohen ne Leksionin 6.



Funksioni sharré: ndikimi i numrit té harmonikéve

m— f(x)=X né (-1,11) S 1(x) — S 4(x) — S 15(x)

Figura 2: Shumat e pjesshme té serisé se Fourier-it pér funksionin sharre.

7. Shembulli I1: vala katrore

Vendosim f(x) = —1 pér —7 < = < 0 dhe f(z) = 1 pér 0 < = < 7, me zgjerim 27-
periodik. Vlerat e vendosura ne€ pikat e kércimit nuk ndryshojné koeficientét e Fourier-it.
Funksioni eshte tek dhe

b, = z/0 sin(nx)dx = i(1 —(=1)™).

s ™n

Prandaj b,, = 0 kur n éshteé ¢ift dhe b,, = 4/(7n) kur n éshté tek. Késhtu seria formale
eshte

4(.
— | sinx +
T

sin 3x n sin bx )
3 5

Pér pranine e luhatjeve prané kércimeve péerdoret termi dukuri e Gibbs-it. Njé grafik
me harmoniké te fundem nuk e provon as kufirin e tejkalimit, as konvergjencén pikésore.
Né Leksionin 6 do té saktésojme ¢cfarée konvergon dhe né ¢farée kuptimi.

8. Shembulli III: funksioni cift f(x) = |z|

Pér —m < x < m, f éshté cift; té gjithé b,, = 0 dhe

2 s
aoz%/ xdx = .
0



vlera

Koeficienti b n

1.0

0.5 A

0.0~

_05 -

—1.0 A

Pérafrimi trigonometrik i valés katrore
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Figura 3: Perafrimi i valés katrore dhe luhatjet prane kércimit.

Spektri i amplitudave: vetém harmonikét tek
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Figura 4: Amplitudat e koeficientéve sinusoidalé péer valén katrore.
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Pér n > 1 integrimi me pjesé jep

2 [T 2
a, = — xcos(nx)dr = —5((—1)" —1).
w2 [ weostnydr = (-1 1)
Pra a,, = 0 pér n ¢ift dhe a,, = —4/(7n?) pér n tek; seria e Fourier-it shté

___ZCOS 2k+1 )x)
(2k +1 '

Kjo seri trigonometrike €shtée absolutisht dhe uniformisht konvergjente sipas kriterit te
Weierstrass-it, sepse | cos((2k + 1)x)| < 1 dhe > (2k + 1)~2 < oco. Pér identifikimin e

shumeés me

sistematikisht né Leksionin 6.

9. Procesi i zgjidhjes: nga problemi te perfundimi

1.

10.

Periudha. Pércakto nése intervali éshté [—m, 7] apo [—L, L] dhe shkruaj normali-
zimin e duhur.
Simetria. Provo nése funksioni eéshteé cift, tek ose pa simetri té dobishme.

. Koeficientét. Shkruaj formulat integrale pérpara njehsimit; argumentoni ¢do in-

tegrim me pjese.

. Kontrolli. Verifiko koeficientin konstant dhe shenjat; njé koeficient i gabuar ndry-

shon gjithé pérfagésimin.

. Pérafrimi. Ndérto S n Sishumé té fundme, jo si vleré e pretenduar e shumeés sé

pafundme.

. Konvergjenca. Identifiko teoremén e nevojshme; mos nxirr barazi pikésore vetém

nga integralet ose nga grafiku.

Pér periudhén e pérgjithshme 2L

Nése f(x 4+ 2L) = f(x) dhe f éshté i integrueshém né [—L, L], baza béhet

NI nmwx
1 i >1
, COS 7 sin 7 (n>1),

me koeficientét

nmx

1 [* 1 [*
ag = Z/ flz)dz, a, = Z/ f(x) cosde,
L L



1 [ nmwx
b, = EZL f(x) sianx.

Argument. Zévendésimi ¢ = wx/L e transformon integralin né [—L, L] né integra-
lin standard né [—m, 7|; késhtu rikthehen té njéjtat relacione ortogonaliteti, me faktor
normalizues 1/L.

11.

12.

Gabime metodologjike gé duhen shmangur

Gabimi G1: ngatérrimi i ay me termin konstant a /2. Korrigjimi: koeficienti
llogaritet me 1/7, por né seri vendoset a/2.

Gabimi G2: pérdorimi i formulave pér 27 pér njé funksion me periudhé 2L. Ko-
rrigjimi: kontrollo shkallézimin n7/L dhe faktorét 1/L.

Gabimi G3: integrim i panevojshém i koeficientéve sinus peéer funksion cift. Ko-
rrigjimi: zbato paritetin fillimisht.

Gabimi G4: pohimi f = S__ né ¢do piké pér ¢do funksion té€ integrueshém. Ko-
rrigjimi: kérko teoremé konvergjence, me hipoteza té saktésuara.

Gabimi G5: interpretimi i ortogonalitetit si mosprerje e grafikeve. Korrigjimi:
pérdor integralin e produktit.

Gabimi G6: deklarimi i njé prove nga 20 ose 100 harmonikeé. Korrigjimi: expe-
rimenti numerik éshte ilustrues, jo vertetim.

Permbledhje me lidhje konceptuale

Periudha — sistemi trigonometrik — ortogonaliteti — koeficientét — simetria — pro-
jeksioni optimal — shumave té pjesshme — teorema e konvergjences.

Pér studim té pavarur. Studentét duhet té provojné né ményre té ploté pabaraziné
e Bessel-it, té llogarisin koeficientét e funksionit |z| dhe té japin njé kundérshembull
ndaj pohimit “koeficientét ekzistojné, prandaj seria konvergjon kudo”.

Bibliografi orientuese. Ofendija, Analiza Matematike II, kap. XII; Stein-Shakarchi,
Fourier Analysis: An Introduction, kap. 1; Zygmund, Trigonometric Series, vell. 1.
Referencat jané pér orientim, jo pretendim pér riprodhim tekstual.
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