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Ideja themelore

Nga f, — f pikésisht nuk rrjedh automatikisht se f éshté i vazhdueshém, se [ f,, — [ f, ose
se f;, — f’. Kéto kalime kérkojné hipoteza té ndryshme. Objektivi i kapitullit éshté té dallojé,
té formulojé dhe té vértetojé kushtet e mjaftueshme.

Rezultatet e té nxénit. Studenti (i) dallon konvergjencén pikésore nga ajo uniforme; (ii) vérteton
teoremén e ruajtjes sé vazhdueshmérisé; (iii) argumenton kalimin nén integral; (iv) formulon teoremén
e derivimit dhe identifikon domosdoshmeériné e hipotezave; (v) zbaton rezultatet pér serité funksionale
me kontroll t& mbetjes.

1. Harta logjike e kapitullit

Konvergjenca uniforme
[fn = flle = 0

Integrale né [a, b]

[ = Jf

Funksione té vazhdueshme
= f i vazhdueshém

e

Pér derivimin: f; —
g uniformisht +
frn(xo) konvergjon

Vérejtje. Pér derivimin nuk mjafton vetém konvergjenca uniforme e (fy,). Kriteri i sakté pérdor
konvergjencén uniforme té derivateve dhe konvergjencén né njé piké bazé.

2. Pérkufizimet dhe instrumenti bazé

Le té jeté E C R dhe f,, f: E — R. Konvergjenca uniforme f, = f né E do té thoté:

Ve>0 IN. Vn>N. VezeE: |fn(z) — f(2)] <e.
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Kur madhésité jané té kufizuara, kjo éshté ekuivalente me sup,cp |fn(z) — f(x)] — 0. Mbi njé
bashkési jo té kufizuar sup mund té jeté 4+oo pér disa n; prandaj forma me kuantifikatoré éshté
pérkufizimi i pérgjithshém.

Teorema 5.1 Ruajtja e vazhdueshmeérisé

Nése ¢do f,, éshté i vazhdueshém né zy € E (né topologjiné relative té E) dhe f, — f
uniformisht né F, atéheré f éshté i vazhdueshém né xg.

Vértetim. Pér ¢ > 0 zgjedhim N té tillé qé |fn(z) — f(x)] < €/3 pér té gjithé x € E. Nga
vazhdueshmeéria e fy né x ekziston 0 > 0 qé x € E dhe |z — x| < 0 té japin | fn(z) — fn(zo)| < £/3.
Prandaj
[f(@) = f(o)| < |f(2) = fn(2)] + [fn(2) — (o)l
+ [fn(z0) — flwo)| <e.
Pika kyge éshté se N zgjidhet njé heré pér té gjitha x € E. U

Kundérshembull 5.1 Pikésorja nuk ruan vazhdueshmeériné

Né [0,1], fn(x) = x™ éshté i vazhdueshém, por kufiri pikésor f(z) = 0 pér 0 < = < 1 dhe
f(1) = 1 nuk éshté i vazhdueshém né x = 1. Pér rrjedhojé, konvergjenca nuk mund té jeté
uniforme né [0, 1].

Kufiri pikésor i x" né [0, 1]

1.0 — n=1 —_— n=12 == = Kkufiri pikésor
m— N=3 = pn=50
0.8 1
0.6
Ra)
WS
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Figura 5.1. Kufiri pikésor dhe ndérprerja e vazhdueshmérisé.

3. Kalimi i limitit nén integral

Teorema 5.2 Integrimi i vargut uniformisht konvergjent

Nése f,, : [a,b] — R jané té vazhdueshme dhe f,, — f uniformisht, atéheré f éshté i vazh-
dueshém, késhtu i integrueshém sipas Rimanit, dhe

lim /ab fn(x)de = /ab f(x) dx.

n—o0
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Vértetim. Nga Teorema 5.1, f éshté i vazhdueshém. Pér ¢do n:

Kn—ff

Kjo vérteton barazimin. [

b
S/\h—fhé@—@mmUﬁ—ﬂ—%Q
a [a,b]

Kundérshembull 5.2 Pikésorja nuk lejon shkémbimin e integralit

Pér f,(z) = nz(1 — 2)", z € [0,1], kemi f,(x) — 0 né ¢do piké. Por
n2

miD)mty 170

1
/ n?z(1 — z)"dx =
0

Né vecanti, integrali i kufirit pikésor éshté 0. Kjo tregon se hipoteza e uniformitetit né Teoremén
5.2 nuk mund té fshihet pa njé hipotezé zévendésuese.

Pérgendrimi i masés prané zeros

14 - —_— n=2 —_— n=12 == = kufiri pikésor
—— n=5 —— n=40

fa(X)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.2. Njé varg me kufi pikésor zero, por integrale me kufi 1.

4. Teorema e derivimit dhe logjika e provés

Teorema 5.3 Kalimi né limit nén derivat

Le té jeté [a, b] interval i mbyllur dhe f,, € C*([a,b]). Supozojmé se (i) pér njé zo € [a, b], vargu

fn(wo) konvergjon; (ii) f/, — g uniformisht né [a,b]. Atéheré ekziston f € C'([a,b]) e tillé qé
fn — f uniformisht dhe f’ = g (derivatet né skajet kuptohen njéanéshe).

Vértetim. Teorema themelore e analizés jep
fula) = Fulao) + [ f0)
o

Vendosim ¢ = lim f,(20) dhe f(z) = ¢+ [ g(t)dt. Funksioni g éshté i vazhdueshém, sepse éshté
kufiri uniform i funksioneve té vazhdueshme. Pér ¢do z € [a, b]:

(@) = f(@)] < [fn(z0) — |+ (b —a) sup |f,(t) —g(t)] = 0.

te(a,b]

Duke derivuar identitetin integral sipas teoremés themelore, marrim f'(z) = g(x). O
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Kundérshembull 5.3 Konvergjenca uniforme e funksioneve nuk mjafton

1 1
Vargu fp(x) = /22 + — konvergjon uniformisht drejt || né [—1,1], sepse 0 < fp(z)—|z| < T

n n
Té gjitha f, jané C', ndérsa |z| nuk éshté i derivueshém né 0. Prandaj nuk mund té kalohet

me derivatim te kufiri vetém nga uniformiteti i f,.

Kufiri uniform |x| dhe derivueshmeéria

1.4 —— n=1 —— n=12 == kufiri pikésor
—— n=3 = n=50
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Figura 5.3. Ruajtja e uniformitetit nuk nénkupton ruajtjen e derivueshmériseé.

5. Nga vargjet te serité funksionale

Pér njé seri Y.°° , u, () vendosim Sy (z) = SN, u, (). Té gjitha rezultatet e mésipérme zbatohen
pér (Sy); kjo éshté ura logjike me Leksionin 4.

Teorema 5.4 Vazhdimeésia dhe integrimi i shumeés

Nése u,, € C([a,b]) dhe Y u, konvergjon uniformisht né [a,b] drejt S, atéheré S éshté i vazh-

dueshém dhe , o
/ S(z)dx = Z / up(x) dz.
a n=1 a

Vértetim. Pér ¢do N, Sy éshté i vazhdueshém. Nga konvergjenca uniforme dhe teoremat 5.1 e 5.2
kemi vazhdueshmériné e S dhe [S = limy [ Sy. Pér linearitetin e integralit té shumés sé fundme,

/SN = 27]1\[:1 Jun. O

Teorema 5.5 Derivimi term pas termi i serisé

Le t& jeté u, € C([a,b]). Nése 3 ul () konvergjon uniformisht né [a,b] dhe " u,(xo) kon-
vergjon pér njé xg € [a, b], atéheré > u,, konvergjon uniformisht dhe shuma S plotéson

S'(z) = Z ul (), x € (a,b).
n=1

- )

Vértetim. Zbatojmé Teoremén 5.3 pér Sy dhe Sy = SN, w/. Hipotezat jané pikérisht kon-

vergjenca e Sy(zg) dhe konvergjenca uniforme e S%. O
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6. Shembuj té punuar me argumentim

n

1
Shembull 6.1. Seria ) >, a}_2 konvergjon uniformisht né [—1, 1] nga < —. Sirrjedhim, shuma
n n

n
n?
éshté e vazhdueshme né [—1, 1] dhe mund té integrohet term pas termi:

" > 1
/0 ;ﬁdm:;n%n—l—l)'

Ky fakt nuk jep automatikisht derivimin term pas termi deri né x = 1, sepse seria e derivateve
S 2" 1 /n divergon né x = 1.

Shembull 6.2. Né [—r,7], ku 0 < r < 1, seria gjeometrike Y o> 2" dhe seria e derivateve
* , nz" ! konvergojné uniformisht (majorohen nga r™ dhe nr"~!). Prandaj

Bl n| _ n - - 1.
i (57) St e

Pér ¢do x té brendshém ekziston njé segment [—r,r] qé e pérmban; késhtu rezultati vlen né (—1,1).

7. Gabime té zakonshme dhe kontrolli i argumentimit

1. Ngatérrimi i dy kufijve. lim,, [ f,, nuk éshté automatikisht [ lim,, f,.

2. Pérdorimi i uniformitetit té gabuar. Pér derivimin kérkohet kontroll mbi derivatet, jo vetém
mbi funksionet.

3. Harrimi i pikés bazé. Konvergjenca uniforme e derivateve nuk pércakton konstantat shtesé:
fn(z) = n kané f/ =0, por nuk konvergojné.

4. Pérgjithésimi nga njé grafik. Njé numér i fundmé grafikésh nuk mund té provojé konvergjencén
uniforme.

5. Ngatérrimi i skajeve. Rezultatet lokale pér (—1,1) nuk garantojné identitete né z = +1.

Udhézues pér vendimmarrje

Pér vazhdueshmériné: verifiko vazhdueshmériné e anétaréve dhe konvergjencén uniforme. Pér
integrimin: fikso intervalin kompakt, integrueshmériné dhe vleréso gabimin me gjatésiné e
intervalit. Pér derivimin: verifiko konvergjencén uniforme té derivateve dhe konvergjencén né
njé piké. Né serité funksionale zévendéso f,, me Sy.

8. Orientim pér studim té pavarur

Studioni pér secilén teoremé: (1) hipotezat; (2) pérfundimin; (3) hapat e vértetimit; (4) ¢faré désh-
ton pa hipotezén kryesore. Fletorja shogéruese pérmban ushtrime té zhvilluara rresht pas rreshti,
pérfshiré kundérshembuj, mbetje dhe justifikim té kalimeve né limit. Literaturé e rekomanduar:
W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, kapitulli mbi vargjet dhe serité e funksioneve; T. M.
Apostol, Mathematical Analysis, pjesét mbi konvergjencén uniforme. Formulimet né kété leksion jané
paraqitur né kushte té pérshtatshme pér integralin e Rimanit dhe derivimin klasik.



