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Pyetja gendrore. Pér cilat vlera té ndryshores njé polinom i pafundmeé pér-
fagéson nje funksion? Cfaré garanton legjitimitetin e derivimit dhe integrimit te
tij term pas termi? Pergjigjja ndéertohet nga teoria e konvergjences uniforme e
leksioneve pararendése.
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1 Objektivat dhe njohurité paraprake

Studenti duhet (i) té identifikojé gendrén dhe koeficientét; (ii) té provojé teoremen
e rrezes; (iii) té llogarisé rrezen me formulén Cauchy-Hadamard dhe raportin kur
kushtet e ketij te fundit permbushen; (iv) té analizojé ve¢mas secilin skaj; (v) té provoje
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konvergjencén uniforme né segmente té brendshme; (vi) té justifikojé operacionet
term pas termi dhe (vii) té vlerésojé gabimin e pérafrimit.

Parakushte: serité numerike dhe kriteret e tyre; konvergjenca uniforme e vargjeve/serive
funksionale; kriteri M i Vajershtrasit; integrimi dhe derivimi i funksioneve reale.

2 Perkufizimi dhe analogjia me serine gjeometrike

Pérkufizim 2.1. Njé seri e fugive me gendér c € R éshté

[e.e]
Zan(m—c)”:a0+a1(:c—c)+a2(a;—c)2+~-,

n=0

ku (a,) eéshte varg koeficientesh realé. Per nje z te fiksuar merret nje seri numerike;
bashkésia e konvergjencés pérbehet nga té gjitha pikat ku kjo seri konvergjon.

Shembulli themelor éshté

> 1
n=0

Pér |z| < 1, nga identiteti pér shumeén e pjesshme

N 1— wNJrl
Sw(@) =D a" = =
n=0

merret kufiri. Pér |z| > 1 termi i pérgjithshém nuk priret né€ zero, prandaj seria
divergon. Shuma e pjesshme nuk duhet ngatérruar me shumen e pafundme.

Shumat e pjesshme té serisé gjeometrike
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Figura 1: Ndryshimi i shumave té pjesshme té serisé gjeometrike kur numri i termave
rritet. Grafiku i fundmeé nuk éshté vértetim i konvergjenceés.
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3 Teorema e rrezes dhe formula Cauchy-Hadamard

Teoreme 3.1 (Cauchy-Hadamard). Vendosim

. 1
L =limsup {/|a,| € [0, +0o0], R=—,
n—oo L
me konventat 1/0 = +oo, 1/(4+00) = 0. Atéheré seria .~ ,a,(z — ¢)" konvergjon abso-
lutisht kur |z — ¢| < R dhe divergon kur |x — ¢| > R. Peér |x — ¢| = R, teorema nuk vendos

rezultatin.

Vertetim. Le té jete ¢t = |z — ¢|. Kriteri i rrénjés, péer termat absolute, jep

lim sup {/|a,(z — ¢)?| = tL (t >0),

n—oo

ku produkti merret né kuptimin e zakonshém pér ¢ > 0, edhe kur L = +o0o. Nése tL < 1,
kriteri i rrénjes jep konvergjence absolute; nése tL > 1, ekzistojné pafund indekse ku
rrénja e termit €éshté me e madhe se njé numeér ¢ > 1, késhtu termi nuk mund t€ priret
né zero. Née z = ¢ vetem kufiza me n = 0 mbetet dhe seria konvergjon. Rastet L =0
dhe L = + oo pérfshihen né té njejtin argument: pérkatésisht R = +oo ose R = 0. O

Vérejtje 3.2. Rrezja R mund té jeté 0, e fundme pozitive, ose +oco. Nuk duhet shkruar
R =1/L pa trajtuar rastet ekstreme dhe pa identifikuar gendreén c.

c-R c+R

Brenda: konvergjencé absolute

Figura 2: Zona e konvergjencés absolute €shté e hapur; pérfshirja e skajeve péercak-
tohet vegmas.

Propozim 3.3 (Formula e raportit). Nése a,, # 0 pér ¢do n mjaft té madh dhe ekziston

an+1
Gn

g= lim € [0, 4+o0],

n—oo

atéheré R = 1/q, me té njejtat konventa.

Vértetim. Pér ¢ > 0, raporti i termave absoluté té serisé€ éshté

’an+1’tn+1
|an|t™

— ¢ An+1

— 1q.

n

Kriteri i raportit jep konvergjenceé absolute kur tq < 1 dhe divergjence kur tq > 1. Ky
klasifikim pércakton té njejtén rreze si teorema e meparshme. Péer ¢ = 0 dhe ¢ = +
pérdoren konventat pérkatése. O

Kujdes: raporti mund té mos ekzistojé ose mund té mos péercaktohet pér koeficiente
gé béhen zero. Né kéto raste formula me lim sup éshté mjeti i pérgjithshem.
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4 Pikat skajore dhe kater tipe intervalesh

Kur 0 < R < 400, né bashkeésiné |z — ¢| < R konvergjenca €shte absolute. Née z =c— R
dhe = = ¢+ R duhen shqyrtuar dy seri numerike té ndryshme. Pér seri reale té fuqive
janeé té mundshme katér intervale:

(c—=R,c+R), [c—R,c+R), (¢c—R,c+R], [c—R,c+R)]

Kéto forma realizohen, pér gqendrén zero dhe rrezen njé, pérkatésisht nga serité

oo 00 00 00

" " (_l)nxn "
PIECED DE D D D Dt
n=0 n=1 n=1 n=1

Veértetimi pér secilén kérkon kontrollin e dy skajeve me kriterin e termit zero, Leibnizit
ose seriné p. Pér shembull, seria ) 2"/n konvergjon né x = —1 nga Leibnizi, por
divergon né x = 1 si seria harmonike.

5 Konvergjenca uniforme lokale

Teoremeé 5.1 (Uniformiteti né ¢do segment té brendshém). Nése seria ka rreze R > 0,
ateheré pér ¢dor me 0 < r < R ajo konvergjon absolutisht dhe uniformisht né [c—r,c+r].
Per rrjedhojée shuma eshté e vazhdueshme né (¢ — R,c+ R).

Vertetim. Zgjedhim s te tille gée » < s < R. Nga teorema e rrezes konvergjon seria
numerike > |a,|s". Per |x —c| < r:

lan(z — )"| < lap|r™ < |an|s".

Kriteri M i Vajershtrasit jep konvergjencé uniforme né segment. Cdo shumeé e
pjesshme eshte polinom, pra funksion i vazhdueshém; kufiri uniform eshte i vazh-
dueshém né segment. Duke zgjedhur segmente rreth secilés piké té brendshme,
shuma éshte e vazhdueshme ne te gjithe intervalin e hapur. O

Dallimi vendimtar. Uniformiteti né ¢do segment kompakt brenda intervalit nuk
nenkupton uniformitet ne intervalin e plote té hapur. Seria > «" né (—1,1) eshte
shembull: gabimi i shumeés sé€ pjesshme nuk ka supremum té fundmé prané z = 1.

6 Derivimi dhe integrimi term pas termi

Teoreme 6.1 (Derivimi i serisé sé fuqgive). Nése R > 0 dhe
f(zx) :Zan(x—c)", |r —¢| < R,
n=0

atéheré f éshté e derivueshme né kéte interval dhe

f(z) = Znan(ﬂv — o)L,
n=1

Seria e derivuar ka té njejten rreze R; derivimi mund te pérséritet sa heré té déshirohet
brenda intervalit.
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Vértetim. Nga formula Cauchy-Hadamard dhe lim,,_,o n!/" = 1 kemi
lim sup {/nla,| = limsup {/|a,| = %
n—o0 n—oo

Prandaj seria e derivuar ka té njéjtén rreze (zhvendosja e indeksit nuk e ndryshon
ate). Ne ¢do segment [c — r,c+ 7], < R, ajo konvergjon uniformisht, si ne teoremen
5.1. Meqé polinomet Sy plotésojné Sy(c) = a9 dhe S konvergon uniformisht drejt g,
teorema e kalimit né limit péer derivatet (Leksioni 5) jep f' = g. O

Teoreme 6.2 (Integrimi term pas termi). Pér |z — ¢| < R vlen

"y di = S _an (z — )"+
/C nz;)n—kl

Seria e integruar ka po até rreze R.

Vértetim. Né segmentin gé lidh ¢ me z, seria konvergjon uniformisht; teorema e
kalimit te limitit nén integral jep

xT

[

N x
]%EEOSN(t)dt:]%EI;.Ogan/C (t — c)™ dt.

Integrali i secilit term éshté a,(z — ¢)"*!/(n + 1). Pér koeficientét a,/(n + 1), faktori
(n+1)/" — 1, prandaj rrezja mbetet R. O

7 Vetite e shumes dhe uniciteti i koeficienteve

Teoreme 7.1 (Uniciteti i koeficientéve). Nése funksioni f pérfaqésohet né njé interval
té hapur rreth c nga seria e fuqive " ,a,(z — c)” me rreze pozitive, atéheré

, n=0,1,2,....

Prandaj nje funksion nuk mund te ketée dy zhvillime té ndryshme ne seri fuqish rreth
sé njejtés gendér brenda njé intervali té pérbashkét.

Vertetim. Teorema e derivimit term pas termi zbatohet vazhdimisht brenda intervalit
té konvergjencés. Pas n derivimeve fitohet

f(") (x) = Z (kk!'ak(as — c)k_".

= (k- n)!

Né z = ¢, té gjithé termat me k > n zhduken dhe mbetet (" (¢) = nla,. Nése dy seri
pérfagésojne te njéjtin funksion, kjo formule i pércakton né ményre unike te gjithe
koeficientet. O

Verejtje 7.2. Fakti gé f ka derivate té té gjitha rendeve nuk garanton g€ seria e
Taylor-it konvergjon drejt veté f. Pérfagésimi me seri fugish éshté njé veti mé e forte:
analiticiteti.
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8 Teorema e Abelit per sjelljen ne skajin e intervalit

Teoremeé 8.1 (Abel, formé reale né skajin e djathté). Le té keté ) .. a,z" rreze
konvergjence R > 0 té fundme. Nése seria numerike ) >° ,a,R" konvergjon me shumé
S, atéheré

Teorema analoge vlen né skajin e majté pas zévendésimit té ndryshores r me —x dhe
zhvendosjes sé gendrés.

Vértetim. Shénojmé b, = a,R" dhe ¢t = /R € [0,1]. Nga konvergjenca e serisé > b,,
kriteri i Koshit jep: pér ¢do ¢ > 0 ekziston N i tille gé

Pér ¢do t € [0,1], duke pérdorur mbledhjen sipas pjeséve (Abel), pér m > n > N
shkruajmé me B; = Y, _ by

Z btk = Bt + Z By (tF — 1.

Meqé |B;| < ¢ dhe ¢k — t**1 > 0, kemi

i bpt®

k=n

<et"4e(t" —t") =et" <e.

Pra seria ) b,t" konvergjon uniformisht né [0,1]. Shumat e pjesshme jané te vazh-
dueshme; teorema e vazhdueshmeérisée sé kufirit uniform jep vazhdimésiné e shumeés
ne ¢t = 1. Sirrjedhoje kufiri kur ¢ 1 1 eshte > b, = S. O

Perdorimi i saktée: konvergjenca e serisé né njé skaj lejon kalimin né até skaj
nga brendésia, por teorema nuk provon veté konvergjencén né skaj. Kjo duhet
vertetuar me paré né menyre té pavarur.

9 Kontrolli rigoroz i gabimit

Le téjeté 0 <r <s < Rdhe |z —¢| <r. Shénojmé A, =3 |an|s” < co. Pérn > N +1:

n __ n(" N+l
lan|r™ = |an|s (s) < an|s" (s> .
Prandaj pér gabimin Ey(z) = f(z) — Sy(z) kemi

sup |Bn(o) <4, (1)

lo—cl<r

Ky vleresim eshte i sigurt, megjithése mund té mos jete optimal. Pér seriné gjeometrike
neé |z| <r < 1 kemi formulén me té mprehte

-3

N+1 N+1

,
—1—r
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Kontrolli uniform i gabimit né [-r,r]

1071+

10—7 ]

1071
10719 4

10725 ]

Kufiri i mbetjes

1072

10737 ]

-43 |
10 —— r=0.35

0 20 40 60 80 100

Figura 3: Rénia e vlerésimit rigoroz »V*+!/(1 — r): prané skajit nevojiten shumé mé
tepér terma peér te njejten saktesi.

10 Shembuj té argumentuar

Shembull 10.1 (Njé skaj pérfshihet, tjetri jo). Studioni ) 7 ,(z — 2)"/n. Raporti i
koeficienteve ka limit nje, prandaj R = 1, dhe brenda 1 < z < 3 kemi konvergjence
absolute. Né = = 1 merret ) (—1)"/n, konvergjente sipas Leibnizit, jo absolutisht. Née
x =3 merret > 1/n, divergjente. Bashkésia e konvergjences eshte [1,3).

Shembull 10.2 (Dy skaje té pérfshira). Pér > °° (z +1)"/n? kemi R = 1; né z = -2,
> (=1)"/n? dhe né = =0, > 1/n? konvergjojné absolutisht. Bashkésia éshté [-2,0].

Shembull 10.3 (Rrezja zero dhe rrezja e pafundme). Pér > nlz" kemi |ay41/an| =
n+1— +oo dhe R = 0: vetém 2z = 0 eshte pike konvergjence. Per > 2™ /n! raporti €shte
1/(n+1) — 0 dhe R = 4+o00: konvergjenceé absolute pér ¢do z € R.

Shembull 10.4 (Nga seria gjeometrike te logaritmi). Nga %H = > 2 (=1)"t" pér
|t| < 1, duke integruar nga 0 neé z, fitojme

> (_1)n—1 n
]n(l—i—x):ZTx .zl <1
n=1

Ne x = 1 seria konvergjon te In2 (nga Leibnizi dhe vazhdimésia e shumes ne até skaj,
gé mund te justifikohet me teoremeén e Abelit); né x = —1 merret — > 1/n dhe divergon.

11 Gabime té zakonshme dhe udhezues vendimmarrjeje
1. Te shpallet intervali [c— R, ¢+ R] pa shqyrtuar dy skajet: pérfshirja e tyre nuk rrjedh
nga formula e rrezes.

2. Té pérdoret formula e raportit kur limiti nuk ekziston ose koeficientét kané pafund
zero: té pérdoret lim sup i rrénjés.

3. Té ngatérrohet 2" me 2?": forma Y (2?/4)" ka kusht |z| < 2, jo |z| < 4.

Prof. As. Dr. Sidité Duraj 7
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Zhvillimi i logaritmit: aférsia ndaj skajit x=-1

—— N=2 —— N=10 =—— In(1+x)
1- N=5 —— N=20
L ————

0_
_1 .
_2 -
_3 4
_4_

_5 T T T T T T T T 1
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
Figura 4: Polinomet e pjesshme té zhvillimit té€ logaritmit; dukuria prane =z = —1

tregon réndeésine e analizes sé€ skajit.

4. Té derivohet né njé piké skajore vetém sepse seria fillestare konvergjon atje:
teorema e derivimit zbatohet né brendési.

5. Té merret grafiku i shumave té pjesshme si prové e konvergjencés uniforme:
nevojitet vlerésim analitik i supremumit té mbetjes.

Strategjia: (1) identifiko ¢ dhe a,; (2) njehso R; (3) shqyrto zonén e brendshme;
(4) zévendéso vegmas x = ¢ + R; (5) klasifiko konvergjencén absolute/kushtore;
(6) pér derivim, integral ose pérafrim shpreh hipotezat dhe kontrollin e gabimit.

12 Detyra per studim te pavarur

1. Pércaktoni bashkésiné e konvergjenceés sé ) > | M

2. Studioni > 2, (x;/pl) p > 0, duke klasifikuar skajet sipas p.

3. Provoni se > °>° jz?" ka rreze njé si seri né z; tregoni pse formulat e pakujdesshme
pér a, mund té japin pérgjigje te gabuara.

4. Duke nisur nga seria gjeometrike, nxirrni seriné e fuqive pér 1/(1 — x)? dhe jepni
domenin e vlefshmerise.

5. Gjeni njé N gé garanton gabim mé té vogél se 107° né |z| < 1/2 pér > o2 , ™.
13 Literatura orientuese

M. Ofendija, Analiza Matematike II, ShBLU, Tirané€, 2005, kap. X (sipas syllabus-it).
W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, ed. 3, kapitujt mbi vargjet dhe serité
e funksioneve. T. M. Apostol, Mathematical Analysis, ed. 2, seksionet mbi serité e
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fugive. Kéto jané referenca orientuese; formulimet dhe provat e kétij kapitulli jané
pérgatitur si material didaktik meé vete.

Prof. As. Dr. Sidité Duraj 9



	Objektivat dhe njohuritë paraprake
	Përkufizimi dhe analogjia me serinë gjeometrike
	Teorema e rrezes dhe formula Cauchy–Hadamard
	Pikat skajore dhe katër tipe intervalesh
	Konvergjenca uniforme lokale
	Derivimi dhe integrimi term pas termi
	Vetitë e shumës dhe uniciteti i koeficientëve
	Teorema e Abelit për sjelljen në skajin e intervalit
	Kontrolli rigoroz i gabimit
	Shembuj të argumentuar
	Gabime të zakonshme dhe udhëzues vendimmarrjeje
	Detyra për studim të pavarur
	Literatura orientuese

