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1. Qellimi, parakushtet dhe kompetencat

Ky leksion vijon trajtimin e ortogonalitetit dhe koeficientéve té Fourier-it nga Leksioni 5. Pyetja
gendrore éshté kur dhe né c¢fare kuptimi njé seri e Fourier-it konvergjon drejt funksionit
fillestar. Dallojmé me kujdes konvergjencén pikésore, uniforme dhe konvergjencén né mesatare
katrore. Formulat pér koeficientét nuk mjaftojné pér té pérfunduar konvergjencén.

Né fund studenti duhet: té formulojé e té justifikojé kriterin e Dirichlet-it pér funksione pjesée-
pjesé té lemuara; té dallojé vlerén e funksionit nga mesatarja e kufijve anésoré né kércime; té
pérdoré bérthamat e Dirichlet-it dhe Fejér-it; té analizojé dukuriné e Gibbs-it; té zbatojé identite-
tin e Parsevalit nén hipoteza té pérshtatshme; té arsyetojé lidhjen ndérmjet pérafrimit numerik
dhe vértetimit.

Parakushtet: integrale, veti té funksioneve periodike, koeficientét Fourier, integrim me pjesé,
konvergjenceé e vargjeve dhe serive, vazhdueshmeéri uniforme né segmente.

2. Seria e Fourier-it dhe shumat e pjesshme

Pér njé funksion real, 27-periodik, té integrueshém né [—, 7], vendosim

:%/:f(t)dt, /f ) cos(nt)d

= %/W f(t)sin(nt)dt (n>1).

Pérkufizim 6.1. Seria formale e Fourier-it e f éshté

+ Y (a, cos(nx)+ b, sin(nz)).
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Shuma e pjesshme e rendit N éshté

N
Syf(x :70 Zl a,, cos(nz) + b, sin(nx)).

Shkrimi f(xz) ~ ) shpreh lidhjen e koeficientéve; barazimi f(z) = limy Sy f(z) kérkon njé
teoremé konvergjence.



3. Bérthama e Dirichlet-it dhe formula integrale

Teorema 6.1. Pér ¢do N > (, shuma e pjesshme paragqitet si

Swf@) =5 [ fle— 0Dyl dt

ku
N sin((N + 2)t)
Dy(t) =142 cos(nt) = 3 (t ¢ 217),

ndérsa D (0) = 2N + 1, sipas vazhdimésisé.

Vértetim. Shkruajmé a,, cos(nz) + b, sin(nz) = 71 fj; f(u)cos(n(x — u)) du. Duke gené se
shuma éshté e fundme, lejohet ndérrimi me integralin. Pas ndryshimit periodik té ndryshores
t = x — u fitojmé konvolucionin me D . Pér identitetin e fundit, pérdorim 2 sin(¢/2) cos(nt) =
sin((n + 1)t) — sin((n — 2)t); mbledhja teleskopike jep formulén. I

Nga ortogonaliteti, % f_ 7; Dy (t)dt = 1. Kjo nuk e bén Dy njé bérthamé jonegative: ajo luhatet

dhe normat e saj L' nuk jané té kufizuara né ményré uniforme.

Bérthama e Dirichlet-it: pérgendrim dhe luhatje
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Figura 1: Bérthama e Dirichlet-it.

4. Konvergjenca pikesore dhe vlera ne kercime

Pérkufizim 6.2. Njé funksion éshté pjesé-pjesé C'! né njé periudhé nése ekziston njé ndarje e
fundme né nénintervale ku funksioni dhe derivati kané zgjatime té€ vazhdueshme njéanésore né
skaje. Ky kusht siguron ekzistencén e kufijve anésoré né ¢do pike.

Teorema 6.2 (Dirichlet). Nése f éshté 27-periodik dhe pjesé-pjesé C' 1 atéheré pér ¢do x:

lim Sy f(z) = fla—) + flat)

N—oo 2




Né pikat e vazhdimésisé, kufiri éshté f(z). Né njé kércim me kufij té ndryshém, seria konvergjon
drejt mesatares sé kufijve anésoré, pavarésisht vlerés sé caktuar té f(z) né até piké.

Ide e plotésuar e vértetimit. Falé [ Dy = 2m, vendosim m = (f(z—) + f(z+))/2. Pérmes
simetrisé sé bérthames:

Sn (@) —m = o /Oﬁ[f@; 1)+ f(z—t) — 2m] Dy(t) dt.

Pérkufizojmé g, (t) = [f(x+1t)+ f(x—t) —2m]/[2 sin(t/2)], pért € (0, 7]. Nga kushti pjesé-pjesé
C1, funksioni g, &shté pjesé-pjesé i kufizuar dhe i integrueshém: prané 0, numeratori éshté O(t)
dhe sin(¢/2) < t. Prandaj

1 [ ) 1
Syflz)—m = %/ g,(t) sin((N + 3)t) dt — 0.
0

Kalimi i fundit rrjedh nga lema e Riemann-Lebesgue: pér njé funksion té integrueshém g, integrali
i g(t) sin(At) shkon né zero kur A — co. Pér funksione pjesé-pjesé C ! kjo vértetohet drejtpérdreijt
duke integruar me pjesé né ¢do néninterval; pér funksione té pérgjithshme L' pérdoret pérafrimi
nga funksionet hap. O

Kujdes pér kufijté —7, 7. Ata identifikohen nga zgjatimi periodik. Pér f(z) = x né (—m, ), né
x = 7 kufijté anésoré jané m dhe —m, prandaj seria konvergjon drejt zeros, jo drejt .

Shumat e pjesshme dhe kércimi i zgjatimit periodik
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Figura 2: Funksioni sharré dhe shumat e pjesshme té Fourier-it.

5. Shembull i zgjidhur: funksioni sharre

Le té jeté f(x) = z pér —m < x < 7, me zgjatim 27-periodik. Funksioni éshté tek, ndaj a, =
a,, = 0. Integrimi me pjesé jep

2(_1)n+1

b, = —/ zsin(nz)dr =
b n

Pra, péer —m < x < m:



Né x = 47 shuma éshté 0. Vlera f(7) mund té pércaktohet ve¢gmas; as koeficientét dhe as shuma
nuk ndryshojné nése ndryshojmé f né njé numér té fundmé pikash.

Pasojé. Pér = m/2 dhe duke pérdorur sinusét pérkatés, merret identiteti i serisé sé Leibnizit
w/4=1—1/3+1/5—--

6. Konvergjenca uniforme: cfare lejohet te perfundojme?

Njé varg funksionesh té vazhdueshme g€ konvergjon uniformisht n€ njé segment ka limit té vazh-
dueshém atje. Prandaj shumat .Sy f, té vazhdueshme, nuk mund té konvergjojné uniformisht né
gjithé periudhén drejt njé funksioni me kércim.

Pér funksione pjesé-pjesé C'!, konvergjenca éshté uniforme né ¢do segment kompakt gé nuk pér-
mban kércime, por né pikén e kércimit lind fenomeni i Gibbs-it. Ky pohim nuk do té thoté€ se
konvergjenca €shté uniforme né té gjithé bashkésin€ e pikave té€ vazhdimeésisé pa kufizim shteseé.

Dallim. Konvergjenca pikésore Sy f(z) — f(z) pér ¢do x nuk jep vetvetiu konvergjencén uni-
forme, as lejimin e ndérrimit té limitit me derivimin.

7. Dukuria e Gibbs-it

Pér valén katrore f(z) = —1 pér —m < x < 0 dhe f(z) = 1 pér0 < = < 7, e zgjatur periodikisht,
kemi

S f() = 4 Z sin(nx)‘

1<n<N n
n tek

3

Prané njé kércimi, shumat e pjesshme shfaqin njé mbikalim qé nuk zhduket né lartési kur N
rritet; zona e luhatjeve ngushtohet. Pér kércim me lartési J, mbikalimi asimptotik mbi vlerén
anésore éshté rreth 0.08949 J (aférsisht 8.95% e kércimit). Né veté pikén e kércimit, limiti éshté
mesatarja e kufijve, né kété rast zero.

Interpretim metodologjik. Rritja e numrit té harmonikéve nuk garanton eliminimin e mbikali-
mit maksimal. Njé grafik me N té fundme e ilustron, por prova e kufirit asimptotik kérkon analizé
shteseé.

8. Mesataret e Fejér-it: ményra e pérmirésuar e pérafrimit

Pérkufizim 6.3. Mesatarja e Cesaro-s e shumave té pjesshme éshté

onf( NHZSkf

Ajo paragitet me bérthamén e Fejér-it:

onf(x / flz —t)Fy(t) dt,
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Figura 3: Dukuria e Gibbs-it prané njé kércimi.

>0,

Fu®) 1 (sin((N + 1)t/2)>2

T N+1 sin(t/2)

me Fy(0) = N +1,dhe 5~ [* Fy(t)dt = 1.

Teorema 6.3 (Fejér). Nése f éshté i vazhdueshém dhe 27-periodik, atéheré oy f — f unifor-

misht né R.

Vértetim. Nga vazhdueshmeéria uniforme e f, pérc¢doe > 0ekzistond > 0qé |f(z—t)—f(x)] < e
pér |t| < 4, uniformisht né . Ndajmé integralin e diferencés o, f(x) — f(x) né |t| < ¢ dhe
d < |t| < 7. Pjesa e paré ka madhési jo mé shumé se ¢, sepse 'y, > 0 dhe integrali i normalizuar
&shté njé. Pér pjesén e dyté, Fiy(t) < [(N + 1)sin?(5/2)]7" dhe |f(z —t) — f(z)| < 2| fl.
prandaj ajo shkon né zero uniformisht né x. Si ¢ éshté arbitrar, provohet pohimi. O
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Figura 4: Bérthamat jonegative té Fejér-it.

Te funksionet me kércime, mesatarja e Fejér-it konvergjon né piké drejt mesatares sé kufijve
anésore, nén kushtet e pérshtatshme té ekzistencés sé€ tyre. Nuk duhet pretenduar konvergjenceé



uniforme drejt njé funksioni jo té vazhdueshém.

9. Energjia, Bessel dhe Parseval

Teorema 6.4 (pabarazia e Bessel-it). Pér f € L? [—7r, 7r] me koeficienté té Fourier-it:

2 o0 T
Qg 2 2 1 2
ERDNC RNy RICIES

n=1

Argumentim. Nga ortogonaliteti i f — S f me té gjithé pérbérésit trigonometriké té rendit jo
meé té madh se V:

2

N
||f—SNf||%=||f||%—7T<— +3 (@ +b2> 0.
n=1

Kalojmé né limit né shumén jonegative. O
Teorema 6.5 (Parseval). Pér ¢do f € L?[—m, 7]:

- dy = 0 b2).
L] e =SS

Ky barazim pérdor plotésiné e sistemit trigonometrik né L?, jo vetém ortogonalitetin. Njé jus-
tifikim: teorema e Fejér-it jep pérafrim uniform té funksioneve periodike té vazhdueshme me
polinome trigonometrike; nga dendésia e funksioneve té vazhdueshme né L? rezulton dendésia
e polinomeve trigonometrike. Pra projeksionet S, f konvergjojné né normé L? dhe identiteti i
Pitagorés jep Parsevalin.

Shembull. Pér f(x) = z né (—m,m), b, = 2(—1)""! /n dhe a,, = 0. Nga Parseval:

n

1 (", >\ 4 2m? > 1
— de =) —; —=4) —.
W[Wx v ZnQ’ 3 ;nz

n=1

Prandaj 220:1 n~2=nx?/6.

10. Gabimet tipike ge duhen shmangur

1. Barazimi pa hipoteza: nga njohja e koeficientéve té shkruhet automatikisht f = S f.
Duhet pércaktuar kuptimi i konvergjenceés.
2. Vlera né kércim: té vendoset S__ f(z,) = f(x,) pa kontrolluar kufijté anésoré.
3. Ngatérrimi i konvergjencave: barazimi né L? nuk siguron konvergjencé pikésore né ¢do
piké pér njé funksion arbitrar née L2
4. Grafiku si prové: rezultatet numerike pér njé N té fundmé nuk provojné sjelljen kur N —
00.
. Gibbs-i: té pretendohet se mbikalimi maksimal zhduket duke rritur harmonikét.
. Parseval pa plotési: ortogonaliteti i vetém jep Bessel-in; barazimi i Parsevalit kérkon plo-
tésine.
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11. Harte e lidhjeve teorike dhe pyetje seminari

Dirichlet: konvergjencé pikésore,
Koeficientét e Fourier-it — Shumat S, — < Fejér: mesatarizim dhe konvergjencé uniforme,
Parseval: konvergjencé né L2.

Pyetje pér analizé: (i) Pse nuk kemi konvergjencé uniforme drejt valés katrore? (ii) Cfaré pér-
fundimi jep Dirichlet-i né kércim? (iii) Pérse Fejér-i lejon njé teoremé uniforme pér funksione té
vazhdueshme? (iv) N€ cilin hap pérdoret plotésia e sistemit trigonometrik te Parsevali?

Literatureé orientuese: M. Ofendija, Analiza Matematike II, kapitulli pér serité trigonometrike;

E. M. Stein dhe R. Shakarchi, Fourier Analysis: An Introduction, Princeton University Press, 2003,
kapitulli 1; T. M. Apostol, Mathematical Analysis, 2nd ed., trajtimi i serive funksionale dhe orto-

gonalitetit.
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