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1 Rezultatet e té nxénit dhe lidhjet konceptuale

Né pérfundim té kapitullit studenti duhet té mund té: (i) ndértojé polinomin Taylor rreth njé gendre; (ii)
vértetojé formulén e Taylor-it me mbetje té Lagranzhit né hipoteza té qarta; (iii) dallojé njé formulé me
mbetje nga pérfagésimi i funksionit me seri; (iv) vendosé kufij té garantuar pér gabimin; (v) zbatojé zhvil-
lime klasike vetém né bashkésiné e tyre té vlefshmérisé.

Harta e ideve. Derivatet né gendér — polinomi Taylor — mbetja — kushti R, (x) — 0 — pér-
fagésimi me seri — pérafrimi dhe kontrolli numerik.

2 Polinomi Taylor dhe mbetja

Pérkufizim 2.1. Nése f ka derivate deri né rendin n né a, polinomi Taylor i rendit n éshté

Pér a = 0 quhet polinomi Maclaurin.

Mbetja pércaktohet saktésisht nga Ry, o (x) = f(x)—T,q(x). Prandaj identiteti f(x) = T}, o(x) + Ry o(2)
éshté i vérteté pér ¢cdo n pér té cilin polinomi pércaktohet; kjo nuk provon vetvetiu se R,, ,(z) — 0.

Teorema 2.2 (Taylor me mbetje té Lagranzhit). Le té jené a # x dhe f me n derivate té vazhdueshme né
segmentin me skaje a, x dhe me derivat té rendit n+ 1 né brendési. Atéheré ekziston & rreptésisht ndérmjet
a dhe x i tillé qé

" ey (n+1)
=3 e —at+ Tl

Vértetim. Shénojmé T' = T, , dhe vendosim K = (f(z) — T(x))/(z — a)"*!. Pér t ndérmjet a dhe x
pércaktojmé

F(t)= f(t) - T(t) — K(t —a)"".
Kemi F(a) = F'(a) = --- = F™(a) = 0 dhe F(x) = 0. Duke zbatuar n + 1 heré teoremén e Rolle-it
né intervalet pérkatése, ekziston & brenda segmentit pér té cilin F(”“)({ ) = 0. Megg T+ = 0 dhe
derivati i rendit n + 1 i K (t — a)"*! éshté (n + 1)!K, marrim f("+1)(¢) = (n+ 1)!K. Zévendésimi i K
jep formulén. O
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Pohim 2.3 (Vlerésim i mbetjes). Nése ‘ frtD) (t)} < M né segmentin me skaje a, x, atéheré

M
m |JI . a‘nJrl )

N

‘Rn,a(x” >

Vértetim. Nga forma e Lagranzhit Ry, ,(z) = f1(&)(z —a)"*!/(n+1)!. Marrim vlerén absolute dhe
pérdorim kufirin M. O

3 Nga polinomi te seria Taylor

Pérkufizim 3.1. Seria formale e Taylor-it pér f rreth a éshté S°7° ) f*)(a)(z — a)*/k! nése té gjitha
derivatet ekzistojné né a. Funksioni quhet analitik né a nése kjo seri konvergjon drejt f(z) né njé interval
té hapur rreth a.

Teorema 3.2 (Kushti i pérfaqésimit). Pér njé x té fiksuar ku seria Taylor konvergjon, kemi

k! n—o0

> £k (g
fz) = Z / '( )(ZL‘ —a)f < lim R,.(z)=0.
k=0

Vértetim. Identiteti f(x) = T}, o(z) + Ry,q(«) jep pohimin duke kaluar né limit, sepse shumat e pjesshme
té serisé jané pikeérisht 7}, , (). O

4 Zhvillimet klasike dhe bashkésité e vlefshmérisé

Duke pérdorur kontrollin e mbetjes dhe seriné gjeometrike, pérfitojmé:

o0 ':Un
T -
e’ = Z e rz eR,
n=0
(o]
) B (_1)nl,2n+1
sinx = Z m, rzeR,
n=0
[o.¢]
(_1)n$2n
cosT = Z —_— r€eR
' ) )
~= (2n)!
1 >~ .
= o] <1,
n=0
o0
1 n+1,.n
ln(l—l—a:)zz()nm, —-l<z <1
n=1

Identiteti pér logaritmin mund té nxirret duke integruar seriné gjeometrike té 1/(1 + ¢) pér |z| < 1. Né
skajin z = 1 konvergjenca vjen nga kriteri i Leibnizit; né * = —1 seria éshté harmonike me shenjé
negative dhe divergon.



ANALIZE MATEMATIKE IlI Prof. As. Dr. Sidité Duraj

5 Figura 1: pérafrimi i funksionit eksponencial

Perafrimi i funksionit eksponencial

12— ¢ T2(x)  —— Talx) —— Talx)

104

Interpretim. Pér njé x té fiksuar, polinomet e rendit mé té larté i afrohen e”; né intervale té kufizuara
konvergjenca éshté uniforme, nga kontrolli me faktoriel.

6 Figura 2: polinomet Maclaurin pér sinusin

Polinomet e Maclaurin-it pér sinusin

— T T3 —— Ts —— Ty == sinx

1.5 1

Vérejtje. Polinomet e rendit tek ndryshojné me ¢do dy shkallé; aférsia grafike nuk zévendéson vlerésimin
e mbetjes.

7 Vlerésimi rigoroz i gabimit

Pér f(z) = e rreth zeros, pér |z| < A kemi

A An+1
et A

* T < —.
|€ n70(x)| — (TL 1)|
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Né vecanti, pér té pérafruar e!'/2 me gabim mé té vogél se 10~° mund té zgjedhim njé n gé e bén anén e
djathté mé té vogél se 10~°; kjo éshté njé garanci apriori.

Gabimi i pérafrimit té& e* (shkallé logaritmike)
101_

10—1_
10—3_
10—5_

10—7_

Gabimi absolut

10—9_
10—11_

10—13_

Figura 3. Gabimi absolut i polinomeve té e” né shkallé logaritmike. Grafiku nuk garanton kufirin e gabimit
jashté segmentit té paragitur.

8 Njé funksion C*™ joanalitik

Vendosim

g(w) =

6_1/12, x #0,
0, xz=0.

Pér ¢cdo m > 0 ekziston njé polinom P, i tillé gé g("™ (z) = Pm(l/:n)e_l/”2 pér x # 0. Nga kufiri
t7e=t" = O kur t — +o00 pér cdo ¢ > 0, me induksion rezulton ¢(™) (0) = 0 pér ¢do m. Pra seria Taylor
né zero éshté identikisht zero, por g(z) > 0 pér x # 0. Késhtu lémueshméria e pafundme nuk implikon
analiticitet.

Funksion i I[émuar, por jo analitik né zero

0.35 1

0.30 1

0.25 1
— 0.20 1
=

0.15 1

0.10

0.05 A

0.00 -

-1.00 —0.75 —0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figura 4. Funksioni g éshté pozitiv jashté zeros, megjithése té gjithé koeficientét Taylor né zero jané zero.
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9 Dallimi mes formulés sé Taylor-it dhe serisé sé Taylor-it

Pér c¢do rend té fundmé pér té cilin vlejné hipotezat, formula e Taylor-it jep njé identitet té sakté. Seria e
Taylor-it éshté njé objekt i pafundmé. Pér té provuar qé shuma e saj éshté funksioni fillestar né njé pikeé =z,
duhet té vértetojmeé lim,,_,o Ry, o(z) = 0. Ky kalim nuk vjen vetém nga ekzistenca e té gjitha derivateve.

Pohim 9.1 (Kusht i mjaftueshém i pérfagésimit uniform). Le té jeté¢ f € C*°([a — r,a +]), 7 > 0. Nése
ekzistojné M, B > 0 té pavarur nga n té tillé qé

sup |f"M ()] < MB"  (n20),

[t—al<r

atéheré seria Taylor rreth a konvergjon uniformisht drejt f né [a — r,a + r].

Vértetim. Pér x né segment, nga forma e Lagranzhit, pér ¢do n,

MB" ! (Br)"tt
R < — |z —a"Tt < M.
‘ n7a(x)| — (n—l—l)"x CL’ — (n+1)|
Ana e djathté nuk varet nga x dhe tenton né zero, sepse raporti i dy kufizave radhazi éshté (Br)/(n+2) —
0. Pér rrjedhojé sup,_, <, [ Rn.a(x)| — 0, cka provon konvergjencén uniforme. O

10 Veértetimi i zhvillimeve klasike

10.1 Funksioni eksponencial

Pér cdo = € R, derivati i rendit n + 1 i e® éshté e*. Né segmentin qé bashkon 0 me z kemi e! < e|‘”‘,
prandaj

Né ¢do [— A, A] i njéjti vlerésim me |z| < A jep konvergjencé uniforme.

10.2 Sinusi dhe kosinusi

Té gjitha derivatet e sinusit dhe kosinusit kané modul jo mé té madh se 1. Késhtu, pér té dy funksionet,
‘ x’nJrl

(n+1)!

| B ()] <

Koeficientét né zero japin zhvillimet e seksionit té méparshém. Kujdes: rendi i polinomit nuk éshté i njéjté
me numrin e termave jozero, sepse derivatet e rendit ¢ift té sinusit dhe té rendit tek té kosinusit zhduken
né zero.

10.3 Logaritmi dhe kontrolli i skajeve

Pér |z| < 1, identiteti gjeometrik
1 [e.e]
RN
14+t Pt
konvergjon uniformisht né ¢do segment [—r, |, » < 1. Integrimi nga 0 né x éshté i justifikuar dhe jep

o -1 n+1,.n
(14 ) = Yo
n=1

€]
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Né x = 1 kjo seri konvergjon sipas Leibnizit dhe shuma éshté In 2: kufiri né skaj merret nga vazhdimésia e
funksionit dhe teorema e Abelit (ose nga integrimi me kontroll té vecanté). Né 2z = —1 shfaget — > 1/n,
prandaj seria divergon. Késhtu intervali real i pérfaqésimit éshté (—1, 1].

11 Kufijté e gabimit dhe zgjedhja e rendit

Teorema 11.1 (Kontrolli uniform i mbetjes). Nése f € C™t1([—A, A]) dhe |f" TV (t)| < M, pér
|t| < A, atéheré polinomi Maclaurin plotéson

Mn+1An+1
su xTr) — Tn )| < ——mM—

Vértetim. Pér ¢do = né segment, zbatimi i formulés sé Lagranzhit né segmentin me skaje 0, x jep njé piké
&, né té cilén vlen vlerésimi. Pasi ana e djathté nuk varet nga x, marrja e supremumit mbi segment ruan
pabaraziné. O

Shembull 11.2 (Numri i termave pér e%). Pér té garantuar gabim nén 10~* né [—1, 1], mjafton

e
— <1074

(n+1)!

Pérn =7, ¢/8! ~ 6.74 - 10~° dhe kushti plotésohet. Pérn = 6, /7! ~ 5.39 - 10~ nuk plotésohet; pra
rendi 7 éshté mé i vogli qé kalon kété kufi té mjaftueshém, jo domosdoshmérisht rendi minimal i pérafrimit
real.

12 Pérgjithésimi rreth njé gqendre jo zero

Nése f(z) = Inxz dhe a = 1, pér z > 0 derivatet né gendér jané f(1) = 0, f*)(1) = (=1)*~1(k — 1)!

pér k£ > 1. Prandaj
n k—1

L) =Y @ - 1,

k=1
me intervalin e konvergjencés sé serisé 0 < x < 2. Né skajin x = 2 vlen Leibnizi; né x = 0 seria
divergon. Dalloni gendrén e zhvillimit nga intervali ku pérfagésimi éshté i vlefshém.

13 Vértetim i zgjeruar: njé funksion i lémuar joanalitik

Pér - # 0 vendosim u = 1/ dhe g(x) = e~*". Nga rregulli i zinxhirit,

a
dx

2

(P(u)e‘“Q) = (—uQP'(u) + 2u3P(u))6_” :

Késhtu, nése ¢\ (z) = P, (1/z)e"Y/ @® pér ¢ # 0, atéheré kjo formé ruhet pér derivatin vijues me
Pri1(u) = —u?P! (u) + 2u> Py, (u). Rasti fillestar éshté Py = 1.

—1/22

Pér ¢do numér natyror g, duke marré ¢ = 1/|x| fitojmé |x|~Ze = (%" — 0, sepse eksponenciali

dominon ¢do polinom. Nése (") (0) = 0, atéheré

(m) _ glm) —1/h?
o 97 (R) = g"(0) _ . Pu(1/he

h—0 h h—0 h =0

Pra ¢(™*1)(0) = 0. Sipas induksionit, té gjitha derivatet né zero jané zero, por g(x) > 0 pér z # 0. Pér
rrjedhojé seria Taylor né zero éshté identikisht zero dhe nuk e pérfagéson g né asnjé interval rreth zeros.
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14

Harté konceptuale pér vetékontroll

Derivatet né gendér — Polinomi Taylor — Mbetja
Mbetja tenton né zero —> Pérfaqésim me seri

Kontroll i supremumit —> Garanci uniforme e pérafrimit

Pyetje kritike. Né cilin kalim pérdoret ekzistenca e derivatit té rendit n + 1? Né& cilin kalim pérdoret
kalimi n — oo? Pse njé grafik nuk e vérteton kufirin supremum té gabimit?

15

16

Gabime té zakonshme dhe kontrolli i hipotezave

. Nga ekzistenca e derivateve té té gjitha rendeve nuk pérfundon automatikisht f = >~ f(")(a)(x —

a)™/nl.

Formula e Taylor-it me mbetje nuk éshté e njéjté me identitetin e njé serie té pafundme. Duhet
provuar R, (z) — 0.

Intervali i vlefshmérisé sé zhvillimit logaritmik nuk mund té zgjerohet duke zévendésuar pa kontroll
T =2.

Kufiri i gabimit i nxjerré pér |z| < A nuk mund té pérdoret pa justifikim jashté atij intervali.

Pyetje pér studim té pavarur

. Pérse forma e Lagranzhit vlen pér ¢do rend té fundmé, por nuk garanton konvergjencén e serisé

Taylor?
Né ¢’ményré kontrollohet uniformisht gabimi i zhvillimit té e® né [— A, A]?

Ndértoni polinomin e rendit 3 pér In(1 4 z) dhe studioni bashkésiné ku seria konvergjon drejt log-
aritmit.

Shénim metodologjik. Grafikat ilustrojné sjelljen e pérafrimeve; kontrolli i saktésisé sé njé pérafrimi mbéshtetet né
vlerésimin e mbetjes dhe jo vetém né ngjashmériné vizuale.
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