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Autore: Prof. As. Dr. Sidité Duraj
Universiteti i Shkodrés “Luigj Gurakuqi”
Fakulteti i Shkencave té Natyrés, Departamenti i Matematikés

Pyetja qendrore. Kur njé funksion periodik mund té pérfagésohet me harmoniké trigonometriké?
Cfaré kuptimi ka konvergjenca né pikat e kércimit dhe si kontrollohet cilésia e pérafrimit?

1 Rezultatet e té nxeénit

Né pérfundim studenti duhet té jeté né gjendje: (1) té nxjerré koeficientét e Fourier-it nga orto-
gonaliteti; (2) té zbatojé simetriné pér funksione ¢ift dhe tek; (3) té formulojé sakté njé kriter té
konvergjencés pikésore; (4) té dallojé konvergjencén pikésore nga ajo né mesatare katrore; (5) té
zbatojé mesataret e Fejérit; (6) té interpretojé identitetin e Parsevalit dhe dukuriné e Gibbs-it.

2 Harta konceptuale dhe nocionet paraprake

Rruga logjike: ortogonaliteti = koeficientét = shumat e pjesshme = bérthama e Dirichlet-it =
konvergjenca pikésore. Rruga plotésuese éshté: mesataret e Fejérit = konvergjenca uniforme pér
funksione té vazhdueshme periodike = dendésia e polinomeve trigonometrike = identiteti i Parsevalit
né L2. Punojmé me funksione reale 27-periodike, té integrueshme né kuptimin e Rimanit né [, 7]
pér pérkufizimin fillestar té koeficientéve. Né pjesét mbi L? pérdorim funksione katror-integrueshme
né kuptimin e Lebegut.

3 Ortogonaliteti dhe koeficientét e Fourier-it

Pér m,n > 1 vlejné

/ cos(nz) cos(mx) dr = Ty, / sin(nz) sin(ma) de = womp,

/ sin(nz) cos(mx) dz = 0, / cos(nz) dr = / sin(nz) dx = 0.

Pér f té integrueshém pércaktojmé

/ f(z ap = i/i f(x) cos(nz) dx

/77r f(z) sin(nz) dz, n> 1.

n_

3=

Shuma e pjesshme e rendit N éshté

2

Snf(@) =5+ (ancos(nz) + by sin(nz)).

n=1

ﬁ
2
Pohim 3.1. Nése f éshté cift, atéheré b, = 0 pér té gjithé n; nése éshté tek, ag = an, = 0 pér té
gjithé n.

Vértetim. Produkti i funksionit ¢ift me sin(nz) éshté tek dhe integrali né interval simetrik éshté
zero. Rasti tjetér argumentohet duke pérdorur ¢iftésiné e cos(nx). O
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4 Projeksioni ortogonal dhe optimaliteti

Pér f,g € L*[—m, 7] vendosim (f,g) = ["_fg. Hapésira Ty e polinomeve trigonometrike me
frekuenca jo mé té médha se N ka bazé ortogonale 1,cosz,sinz,...,cos Nz,sin Nx.

Teoremé 4.1 (Pérafrimi optimal né mesatare katrore). Pér ¢do p € Ty,

1f =l = |1 — Snfl%2 + |1Snf —pl%s .

Prandaj Sy f minimizon né ményré unike gabimin L? ndérmgjet té gjithé polinomeve té Thy.

Vértetim. Nga pérkufizimi i koeficientéve, f — Sy f €shté ortogonal me ¢do vektor té Tp. Shkruajmé
f—p=(f—Snf)+ (Svf—p) dhe zbatojmé Pitagorén né L%. Barazia e normés éshté zero vetém
kur p = Sy f pothuajse kudo, prandaj edhe si polinome. O

5 Beérthama e Dirichlet-it

Vendosim
sin((N + 3)t)

ssn(tj2) 0 L

N
1
Dy(t) = 5 + Z cos(nt) =
n=1
Shprehja e fundit ka vazhdim né ¢ = 0 me vleré N + % Nga formulat e koeficientéve dhe identiteti i
kéndit té ndryshimit,

T

swi@) == [ fe—0Dx()dr

—T

N& vecanti, L [T Dy(t)dt = 1.

Teoremé 5.1 (Konvergjenca né njé piké; versioni me derivatet njéanéshe). Supozojmé qé f éshté
2m-periodik, pjesé-pjesé C' né njé periodé dhe ka njé numér té fundmé kércimesh. Atéheré pér ¢do x,

. fa™) + fa*)
i Snf (@) = ==

Né njé piké vazhdueshmérie, kufiri éshté f(x).

Vértetim. Duke pérdorur ¢iftésiné e Dy dhe normalizimin, diferenca ndérmjet Sy f(x) dhe mesatares
sé kufijve njéanésoré shkruhet si integral i njé funksioni h,(t) té shumézuar me sin((N + 3)t). Pas
ndarjes me sin(¢/2), kushtet pjesé-pjesé C' dhe ekzistenca e derivateve njéanéshe béjné qé funksioni
pérkatés té jeté i integrueshém né [0, 7]; singulariteti né zero éshté i heqshém né kuptimin e
kufizueshmeérisé lokale. Lema e Riman—Lebegut jep kalimin e integralit drejt zeros; njé vértetim i
saj jepet mé poshté. ]

Lema e Riman—Lebegut: formulim dhe vértetim

Lemé& 5.2. Nése g € L'([a,b]), atéheré

b b
lim g(t)sin(At) dt = 0, lim g(t) cos(At)dt = 0.

[Al=00 Ja [A|—=o0 Ja

Vértetim. Pér funksionin tregues té [u,v] C [a,b], integrimi i drejtpérdrejté i sinusit dhe kosinusit
jep module jo mé té médha se 2/|\|. Nga lineariteti e njéjta veti vlen pér ¢do funksion shkallé s me
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numér té fundmé intervalesh. Pér g € L' dhe £ > 0 zgjedhim njé funksion té& tillé s me [ : lg—s| <e,
nga dendésia e funksioneve shkallé né L. Atéheré

/ ’ o(t) sin(\) dt / " s(t) sin(\t) dt

<e+

Duke kaluar né kufirin e sipérm pér |A\| — oo, rezultati éshté jo mé i madh se e. Meqé e éshté
arbitrar, integrali priret né zero. Argumenti pér kosinusin éshté identik. ]

Vérejtje. Te teorema e konvergjencés pikésore, funksioni qé shumézon sinusin éshté i integrueshém
falé rregullsisé pjesé-pjesé té f; kjo éshté hipoteza qé lejon pérdorimin e lemés.

Pérafrimi i funksionit sharré dhe konvergjenca prané skajeve

m— f(X)=X —— Shuma e pjesshme N=12
Shuma e pjesshme N=3 = Shuma e pjesshme N=45
2 4
o
g 07
>
24

Figura 1. Shumat e pjesshme té f(x) = x né (—m, 7); né skaje konvergjojné drejt mesatares sé dy kufijve

periodiké.

6 Dukuria e Gibbs-it: interpretimi dhe kufijté e tij

Te funksionet me kércime, shumat e pjesshme té Fourier-it shfaqin luhatje prané pikés sé kércimit.
Mbikalimi relativ i paré priret drejt rreth 0.08949 té madhésisé sé kércimit. Kjo nuk éshté pérqgindje
e vlerés sé funksionit. Né pikat fikse larg kércimit, shumat e pjesshme konvergjojné sipas teoremés
sé mésipérme, por pérafrimi nuk konvergjon uniformisht né interval qé pérmban kércimin, sepse
shumat e pjesshme jané té vazhdueshme.

Dukuria e Gibbs-it prané kércimit

== Funksioni katror
104 — N=3 AN dlie H—
—— N=11
0.5 4 — N=49
o
o 0.0+
>
-0.5 -
1.0 = —_—
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figura 2. Luhatja prané kércimit pér valén katrore; rritja e rendit ngushton zonén, por nuk e zhduk

mbikalimin relativ.
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7 Mesataret e Fejérit

Pérkufizim 7.1. Mesatarja e rendit N e Fejérit pércaktohet si

onf = mzskf

Ajo ka paragitjen e konvolucionit me bérthamén jonegative

1 <sin((N+1)t/2))27 1 /fr

N+1 sin(t/2) onfl@) = oo

Fn(t) =
N(t) on |

flz—1)Fy () dt,

ku o= [T Fy(t)dt = 1.

Teoremé 7.2 (Fejér). Nése f éshté i vazhdueshém dhe 2m-periodik, atéheré onf — f uniformisht
né R.

Vértetim. Nga vazhdueshméria uniforme zgjedhim § > 0 qé |f(z — t) — f(z)| < € pér |t| < 4,
uniformisht ndaj x. N&é integralin e gabimit ndajmé rajonin |t/ < § nga pjesa plotésuese. Pjesa
e paré kontrollohet nga e falé jonegativitetit dhe masés njési té Fyy. Né pjesén e dyté, Fy(t) <
[(N +1)sin?(§/2)]7L, prandaj kontributi shkon uniformisht né zero. O

Mesataret e Fejérit: zbutja e luhatjeve

104 — Mesatarja e FejéritN=4
' Mesatarja e Fejérit N=12 :
—— Mesatarja e Fejérit N=50 1
0.5 1 —— Funksioni :
1
o
o 0.0+
=
|
—0.5 1 :
|
|
1.0 #/————————————————————————————— - - 1
T T T T T
-2 -1 0 1 2
X

Figura 3. Mesataret e Fejérit pér valén katrore: afér kércimit ato zbusin luhatjet e shumave té pjesshme.

8 Identiteti i Parsevalit dhe energjia

Teoremé 8.1 (Parseval). Pér ¢do f € L?|—m, 7] real,

1 /7 -
@R =2+ 36+ 0)

T™J—7

Vértetim. Pitagora pér projeksionin jep identitetin e Bessel-it pér Sy f dhe || f — SNfH%z = Hf||%2 -
|ISn f ||%2 Pér té kaluar né baraziné e pakufizuar mjafton té provohet se polinomet trigonometrike
jané té dendura né L?. Teorema e Fejérit e jep dendésiné uniforme pér funksionet e vazhdueshme
periodike; kéto jané té dendura né L?, prandaj projeksionet Sy f konvergjojné te f né normén L2.
Marrim kufirin né identitetin e Pitagorés. O
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Konvergjenca e serisé sé Fourier-it pér |x|

Vlera

Figura 4. Pérafrimi i |x| me harmoniké kosinusé; koeficientét bien me rend 1/n?.

9 Tre shembuj té zgjidhur

Shembull 9.1 (Funksioni sharré). Pér f(z) = 2 né (—n,m) me vazhdim periodik, ag = a, = 0 dhe
me integrim sipas pjesé€ve
2(_1)n+1

n

2 ™
b, = — / xsin(nz) dr =
™ Jo

Prandaj f(z) ~ 2,5, (—1)""!sin(nz)/n. Barazia e shumés me x vlen pér —w < z < m; né x = +m
shuma éshté zero.

Shembull 9.2 (Moduli). Pér f(z) = |z|, b, =0, ag = 7 dhe

2 (7 2 (-1)"—-1
an:—/ xcos(nm)dm:—%.
7 Jo T n
Késhtu
cos((2k + 1)z)
|z| = ———Z k12 —r <z <.

Shembull 9.3 (Vala katrore). Pér f(z) = 1 kur 0 < < 7w dhe f(z) = —1 kur —7 < z < 0,
koeficientét jo-zero jané b, = 4/(mn) pér n tek. Seria konvergjon drejt f né ¢do piké vazhdueshmérie,
por drejt zero né kércime.

10 Gabime té zakonshme dhe kontrolli kritik

1. Té supozohet se konvergjenca né L? nénkupton konvergjencé uniforme: kjo nuk vlen pérgjithé-
sisht.

2. Té kérkohet barazia me vlerén e funksionit né kércim; kufiri éshté mesatarja e kufijve njéanésoré.

3. Té identifikohet dukuria e Gibbs-it me divergjencé: luhatjet lokale jané té pajtueshme me
konvergjencén pikésore larg kércimit.

4. Té pérdoret Parsevali pa kontrolluar normimin e koeficientéve.

5. Té barazohen pérfundimet e shumave Sy me ato té mesatareve oy; kéto jané vargje té ndryshme.

ot
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11 Sintezé dhe detyra

Sinteza. Koeficientét dalin nga ortogonaliteti; shumat Sy jané projeksione optimale né L?; konver-
gjenca pikésore kérkon hipoteza lokale; mesataret e Fejérit japin pérafrim uniform pér funksione té
vazhdueshme periodike.

Detyra pér studim. (a) Nxirrni koeficientét pér f(z) = z2. (b) Verifikoni Parsevalin pér f(z) = z.

(c) Shpjegoni pse njé funksion me kércim nuk éshté kufi uniform i shumave té pjesshme té Fourier-it
né njé interval qé pérmban kércimin.

Literatura orientuese. E. Stein dhe R. Shakarchi, Fourier Analysis: An Introduction, Princeton,
2003; A. Zygmund, Trigonometric Series, Cambridge, 1959; W. Rudin, Principles of Mathematical
Analysis, McGraw—Hill, 1976. Titujt origjinalé ruhen pér saktési bibliografike.
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ZGJERIM | KAPITULLIT 8

Serite e Fourier-it: shpjegime dhe shembuj te
zgjeruar

Prof. As. Dr. Sidité Duraj
Universiteti i Shkodrés “Luigj Gurakuqi”

Qellimi i pjesés plotésuese

Ky material e zgjeron leksionin bazé me demonstrime, ushtrime té analizuara

dhe dallime metodologjike. Pjesa trigonometrike mbahet e pérgendruar; theksi
vendoset te tri kuptime té ndryshme té konvergjencés, projeksioni dhe sjellja
ne kéercime.

1 Nga ortogonaliteti te koeficientet

Pér njé funksion real 2r-periodik f € L?[—r, 7] marrim

™ 1 T ™ .

apg = — flz)dz, ap,=— f(z)cos(nx)dz, by, =— f(z) sin(nzx) dz.
T J_r T J_x T™J)_r

Nga ortogonaliteti i funksioneve 1,cosnz,sinnz dalin formulat e koeficientéve kur

shumézojmé shumén e fundme trigonometrike me funksionin péerkatés bazé dhe in-

tegrojmé. Kjo nuk provon ende qé seria e pafundme konvergjon pikésisht te f.

Shembull 1.1 (Funksioni f(z) = x né (—x,w)). Zgjerimi periodik éshte tek, prandaj
aop = a, = 0. Mbetet

2 [ zcos(nr)  sin(nz)]™ 2(-1)"H!

2 [ .
by, = / zsin(nx)dx = — [— + =
0

T T n n? 0 n

Né ¢do x € (—m, ), teorema e konvergjencés pikésore jep

>, (=1)"*!sin
szz( ) 1 (mﬁ)_
n
n=1

Né x = 7 shuma ka vlereén 0, sepse dy kufijté anésoré periodike jané m dhe —.

2 Tre nocione konvergjence: cfare provojne dhe cfare nuk
provojne

Pér shumat Sy f dallojmeé:

1. Pikésore: pér ¢do z té€ dhéné Sy f(z) — g(z).
2. Né mesatare katrore: ||Syf — f||;- — 0.

3. Uniforme: sup, |Syf(z) — f(z)| — 0.
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Konvergjenca uniforme né interval té fundmé sjell konvergjencé né L?, por e anas-
jellta nuk éshté e vérteté. Né vecanti, L? nuk pércakton vlerat e funksionit né njé
numeér té fundmé pikash: ndryshimi i vlerave atje nuk ndryshon normén L2.

Pse konvergjenca uniforme déshton te kércimi

Cdo shume e pjesshme Sy f €shté e vazhdueshme. Njé kufi uniform i funksion-
eve té vazhdueshme eshté i vazhdueshém. Prandaj shumat e pjesshme nuk
mund té konvergjojné uniformisht né njeé interval qé pérmban njé kércim te
funksionit kufi.

Kjo prové nuk mbéshtetet vetém te grafiku. Né pikén e kércimit, seria klasike, nén
kushtet e Dirichlet-it, konvergjon n€ mesataren e kufijve anésor€, jo domosdoshmeér-
isht né vlerén qé i éshté caktuar funksionit né até pike.

3 Shembulli i vales katrore dhe dukuria e Gibbs-it

Pér f(z) =1né (0,7), f(z) = —1 né (-, 0) dhe vazhdim 27-periodik,

4
— tek
ap = a, =0, bn{ﬂn’ " ’

0, n Gift.
Rrjedhimisht
4 - sin((2k + 1))
Smi@) =20 o

Prané njé kércimi, pikat e maksimumit té lekundjeve afrohen te kércimi, por tejkalimi
maksimal nuk zhduket. Kjo éshté dukuria e Gibbs-it. Larg kércimeve, pérafrimi
zakonisht pérmirésohet kur shtohen harmonike.

1.5 1

1.0 A1

0.5 4

0.0 4

vlera

_05 .

—1.0

_15 .

Figura 1. Shuma té pjesshme t€ valés katrore; grafiku ilustron, por nuk vérteton,
konvergjencén.

4 Pse mesataret e Fejérit funksionojne me mire?

Pérkufizojmé oy f = Nil S o Skf. Pas bashkimit té termave,
RN 1 /sin((N +1)t/2)\°
ot =g [ ie-tExod  Re(e = g (RO
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Bérthama Fy éshté jonegative dhe integrali i saj mbi [—m, 7] éshté 2. Pér § > 0 fikse,
masa e normalizuar jashte (—¢,4) shkon née zero kur N — oc.

Teoreme 4.1 (Fejér, rast i funksionit té vazhdueshém). Nése f éshté i vazhdueshém
dhe 2n-periodik, atéheré on f — f uniformisht né R.

Vértetim. Vazhdueshmeéria uniforme e f jep, pér ¢do € > 0, nje § > 0 te tille ge |f(z —
t) — f(x)| < e/2 pér |t| < §. Shkruajmeé diferencén oy f(z) — f(z) si integral té [f(z —t) —
f(x)]Fn(t)/(27) dhe e ndajmeé sipas |t| < § dhe |t| > ¢. Integrali i paré ka modul jo me
té madh se ¢/2. I dyti kufizohet nga 2| f||,, heré masa e normalizuar jashté (-4,4), e
cila behet mé e vogel se /2 pér N mjaft t€é madh, ne ményre te pavarur nga =z. O

5 Dy shembuj té shtjelluar per vetestudim

Shembull 5.1 (Koeficientet e |z| dhe njé shume numerike). Megenése |z| eshté cift,
b, = 0 dhe
a0:2/ rdr =m, an:2/ a:COS(nx)dx:g<_1)72_1.
0 0

s T s n

Pra a,, = 0 pér n ¢ift dhe a, = —4/(mn?) pér n tek. Né x = 0 kemi |0| = 0, késhtu qé

T4 = 1 > 1 w2
"Rl @i T X @mriE s

Barazia né x = 0 justifikohet nga konvergjenca e serisé sé Fourier-it pér kéte funksion
te vazhdueshém, pjesé-pjese té lemuar.

Shembull 5.2 (Parseval pér f(z) = z). Nga b, = 2(—1)"*!/n dhe a, = a¢ = 0, identiteti
i Parsevalit ne normalizimin e pérdorur éshte

1 s 00

2 2
— dr = E bz.
w/wx v — "

Ana e majté éshté 2r°/3; ana e djathté éshté 43, ., 1/n*. Prandaj

2

=1 s
2 2=
n=1

Kjo éshté njé pasojé e Parsevalit, jo njé prove elementare e tij.

6 Udhezues metodologjik dhe detyra

Pér njé funksion té dhéné: (1) identifiko periodén dhe rregullsing; (2) pérdor simetrinée
pér te ulur numrin e integraleve; (3) njehso koeficientéet me hapat e integrimit; (4) pér-
cakto teoremeén gé lejon té identifikosh shumeén; (5) shqyrto ve¢gmas pikat e kércimit;
(6) dalloi pohimet pikésore, uniforme dhe né L2

Ushtrime per reflektim

A mundet njé seri e Fourier-it té konvergjojé né normén L? por té mos kon-

vergjojé uniformisht? Pse? Cfaré ndryshon kur zévendésojmé shumat Sy me
mesataret on? Cfaré mund dhe nuk mund té konstatohet nga nje grafik nu-
merik me 30 harmonike?




