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Udheézim metodologjik

Cdo zgjidhje paraget: problemin, kufirin pikésor, testin e uniformitetit, vérte-
timin dhe kontrollin e gabimit té mundshém. Supremumi duhet té merret né
bashkésine e sakté té péerkufizimit; grafiket dhe eksperimentet numerike nuk zéven-
désojné argumentin.

Ushtrimi 1 — Nje kufi i ndérprere

Problemi. Studioni f,(z) = =" né [0, 1].

Hapi 1 — Kufiri pikésor. Pér 0 < z < 1 kemix™ — 0; né x = 1 kemi " = 1. Pra

0, 0<z <1,
f<x)_{1, x=1.

Hapi 2 — Supremumi i gabimit. Per ¢do n,

sup |f,(x)— f(x)| = sup z™ = 1.
zel0,1] z€[0,1)

Hapi 3 — Pérfundimi. Konvergjenca éshté pikésore, jo uniforme. Kjo éshté né
pérputhje me teoremeén ge limiti uniform i funksioneve té vazhdueshme éshte i vazh-
dueshém.

Kontroll kritik. Supremumi 1 né [0, 1) nuk éshté maksimum; fakti gé nuk arrihet
nuk e ndryshon normen.

Ushtrimi 2 — Ndryshimi i bashkesisé sé perkufizimit
Problemi. Studioni f, () = 2" né [0,a], 0 < a < 1, dhe né [0, 1).

Hapi 1. Né te dyja bashkesite kufiri pikesor eshte zero.

Hapi 2. Né [0, al:

sup |z"| =a" — 0.
z€[0,a]



Analizé Matematike III - Ushtrime 3 Prof. As. Dr. Sidité Duraj

Hapi 3. Né [0, 1):

sup |z"| =1 pércdon.
0<z<1

Pérfundimi. Konvergjenca éshté uniforme né ¢do [0, a] té fiksuar brenda [0, 1), por
jo uniforme né gjithé [0, 1).

Kontroll kritik. Uniformiteti lokal né ¢do segment te brendshém nuk nénkupton
uniformitet global.

Ushtrimi 3 — Njé maksimum gé zvogéelohet

Problemi. Studioni g,,(z) = 2™ (1 —z) né [0, 1] dhe gjeni kufirin mé té miré uniform.
Hapi 1. Pér ¢do x € [0,1], g,,(z) — 0.

Hapi 2. Derivojmé pérn > 1:

gn(x) = 2"} n— (n+ 1)z].

Hapi 3. Né skajet g,,(0) = g,,(1) = 0. Maksimumi arrihet né z,, =
fracnn + 1:

Hapi 4. Nga (
fracnn +1)" < 1kemi M, <
fracln+1— 0.

Pérfundimi. g, — 0 uniformisht. Formula e ), éshté kufiri mé i miré i gabimit né
normeén uniforme.

Ushtrimi 4 — Kundérshembull me majeée té ngushte
Problemi. Studioni

nx
1+ n2x2’

hy ()

Hapi 1. Né ¢do = > 0 fiks, h,,(x) ~ 1/(nz) — 0, ndérsa h,,(0) = 0. Kufiri pikésor
éshte zero.

z € [0,1].

Hapi 2. Vendosim ¢t = nx. Pérn > 1, t € [0, n], késhtu

t d t 1 —¢2

Tl dtie2 (1+e)2

hy ()

Hapi 3. Maksimumi né [0, n] arrihet né ¢t = 1 dhe éshté
fracl2 (pika pérkatése x =
fracln i pérket [0, 1]).
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Pérfundimi. ||k, |
fracl2 pér ¢do n, prandaj nuk ka konvergjencé uniforme.

Kontroll kritik. Nése shihen vetém pika fikse te grafikut, maja ge leviz drejt zeros
mund té mos verehet.

Ushtrimi 5 — Kufizim uniform pa gjetur maksimumin

Problemi. Provoni se f,(z) =
fracsin(nx)n konvergjon uniformisht né R.

falz)] <

Hapi 1. Pér ¢do 7,
fracln.

Hapi 2. Prandaj sup, | f,,(7)| <
fracln — 0.

Hapi 3. Péer x =

fracpi2n arrihet vlera

fracln, pra supremumi éshté saktésisht
fracln.

Pérfundimi. Konvergjenca éshté uniforme né gjithé R. Por f/(0) = 1 pér ¢do n,
ndérsa derivati i limitit zero né ( éshté zero.

Kontroll kritik. Teorema e derivimit nuk zbatohet, sepse derivatet cos(nx) nuk
konvergojnée uniformisht.

Ushtrimi 6 — Njé rast me parameteér pozitiv
Problemi. Studioni f, (z) =
fraczl 4+ nx né [0, 1].
Hapi 1. Pér x € [0,1], f,,(x) — 0 (né = = 0 éshté identikisht zero).
Hapi 2. Pérn > 1,

1

() :m > 0,

prandaj maksimumi éshté f, (1) =
fracln + 1.

Pérfundimi. f,, — 0 uniformisht né [0, 1], me gabim maksimal ekzakt
fracln + 1.

Kontroll kritik. Nuk mjafton vetém kufirii f, (x) pér x té fiksuar; kétu éshté treguar
nje kufi i perbashket.

Ushtrimi 7 — Teorema e integrimit dhe njé llogaritje ek-
zakte

Problemi. Pér f, (x) = 2"(1 —z), x € [0, 1], verifikoni kalimin e limitit nén integral.

Hapi 1. Nga Ushtrimi 3 dimé se f,, — 0 uniformisht.

3
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Hapi 2. Integralét jané

1 1
/x”(l—x)d:c:/ (x™ — 2" ) dx
0 0
1 1 1

n+tl n+2 (n+1)(n+2)

1
Hapi 3. Kjo shprehje tenton né zero, njésoj si fo lim, f, (z)dx = 0.

Pérfundimi. Llogaritja ekzakte konfirmon teoremén. Ajo nuk e zévendéson nevojén
pér hipotezén e konvergjences uniforme ne formulimin e pergjithshem.

Ushtrimi 8 — Kufiri uniform mund té mos jete i derivue-
shem

Problemi. Studioni u,(z) = \/x? + fracln né [—1,1].
Hapi 1. Kufiri pikésor éshté u(z) = |z|.
Hapi 2. Per ¢do x:

1/n 1
0<Va2+1/n—|z|= < :
< Va2 +1/n— |z e Ut 2] - v

Hapi 3. Supremumi éshté pikérisht
fraclsqrtn, i arritur né x = 0; késhtu konvergjenca éshté uniforme.

Pérfundimi. Pavarésisht uniformitetit, kufiri |z| nuk éshté i derivueshém né zero.
Nuk lejohet kalimi formal i derivatit ne limit.

Ushtrimi 9 — Kriteri uniform i Koshit

Problemi. Vértetoni pa njehsuar paraprakisht kufirin se f, (x) =
fraczl + nax éshté varg uniformisht i Koshit né [0, 1].

Hapi 1. Pér m,n > N dhe ¢do z € [0, 1]:
Hapi 2. Nga Ushtrimi 6 kemi |f; (z)| < 1/(k + 1), prandaj

1 1 2
+ < .
n+1 m-+1 N+1

Hapi 3. Pér ¢ > 0 zgjedhim N me 2/(N + 1) < e.

Pérfundimi. Kushti i Koshit vlen né ményré uniforme; nga plotésia e R, vargu kon-
vergjon uniformisht.
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Ushtrimi 10 — Njé kundershembull per kufirin e vazhdue-
shém

Problemi. A vlen pohimi: “Nése ¢do f,, dhe kufiri pikésor f jané té vazhdueshém
né F, atéheré konvergjenca éshté uniforme”?
Hapi 1. Zgjedhim £ = [0, 1) dhe f,(z) = 2.

Hapi 2. Té gjitha f,, jané té vazhdueshme né E; kufiri pikésor f = 0 éshté gjithashtu
i vazhdueshém né FE.

Hapi 3. Megjithaté sup,_g |f,(z) — f(z)| = 1 pér ¢do n.

Pérfundimi. Pohimi €shté i pavérteté. Vazhdimeésia e kufirit éshté kusht i nevojshém
pér kufijté uniformeé té funksioneve té vazhdueshme, por jo kusht i mjaftueshém.

Pyetje reflektuese

Cfaré ndryshon né kuantifikatorét e dy pérkufizimeve?
Pse duhet té dallojmé maksimumin nga supremumi?

Pse argumenti grafik nuk zévendéson testin uniform?
Cilat hipoteza shtesé sigurojné derivueshmeérinée e kufirit?
Si pérdoret kriteri uniform i Koshit kur kufiri f nuk dihet?

Autore: Prof. As. Dr. Sidite Duraj.

gl b=

Ushtrimi 11 — Konvergjenca pikésore dhe integrali

Problemi. Pér n > 2 konsideroni funksionin trekéndor

n’z, 0<z<1/n,
h,(x) =< 2n—n’z, 1/n<x<2/n,
0, 2/n<x < 1.

Hapi 1. Cdo h,, éshté i vazhdueshém né segment sepse vlerat né pikat e bashkimit
pérputhen.

Hapi 2. Pér x = 0 kemi h,,(0) = 0. Pér x > 0 fiks, eventualisht x >
frac2n, prandaj h,,(x) = 0. Késhtu h,, — 0 pikésisht.

1
Hapi 3. Nga formula e sipérfages sé trekéndéshit, fo h, (x)dr =

fracl2

cdot

frac2n

cdotn = 1, pér ¢don > 2.

Hapi 4. Supremumi i h,, éshté n, i arritur né

fracln; nuk ka konvergjencé uniforme.

Pérfundimi. lim, [ h,, = 1 por [lim, h, = 0. Konvergjenca pikésore nuk justifikon
ndérrimin e limitit me integralin.

Kontroll kritik. Mospérputhja nuk bie ndesh me teoremén e integrimit uniform,
sepse hipoteza e saj mungon.
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