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Standardi i zgjidhjes. Cdo problem paraqgitet me té dhénat, hapat e argumentuar,
hipotezat e pérdorura dhe pérfundimin. Njé grafik ose njé llogaritje numerike nuk
konsiderohet prové e njé pohimi pér konvergjencén uniforme.

Version i rishikuar pér pérdorim mésimor dhe kontroll pérfundimtar.
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Ushtrimi 1. Nje pohim i pasakte mbi konvergjencen uni-
forme

X

konvergjon uniformisht drejt zeros.

Kontrolloni pohimin se f, nuk

1. Percaktimi i kufirit pikésor.
Né z =0, f,(0) = 0. Pér ¢do z > 0 té fiksuar, nz?> — co dhe rrjedhimisht f,(z) — 0. Pra
f=o.

2. Kriteri gé duhet kontrolluar.

Konvergjenca uniforme eshte e barasvlershme me

X
- =sup — —0
I = Fllc = S0P 55

3. Gjetja e maksimumit.
Meqge f, éshté e derivueshme,
1 — na?

flx) = A+ na2)?

Derivati eshté pozitiv péer =z < 1/4/n dhe negativ pér = > 1/\/n. Pika z,, = 1/,/n éshte
ne [0, 1].

4. Vleresimi i normes.
Neé piken kritike,

_ Yyn 1
fulen) = 7007w = 2
Prandaj || full.. = 1/(2y/) 0.

5. Kunderkrahasimi.
nx
1+ n2z2’
nuk konvergjon uniformisht.

Nése g,(z) = ateheré g,(x) — 0 pér ¢do z, por g,(1/n) = 1/2. Pér rrjedhoj€ g,

Pérfundim. Pohimi fillestar éshté i gabuar: f, — 0 uniformisht né [0,1]. Dallimi
me g, varet nga supremumi, jo vetém nga kufiri pikésor.
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Ushtrimi 2. Konvergjenca pikésore pa konvergjence uni-
forme

Pér f,(z) = 2", z € [0,1], pércaktoni kufirin dhe shqyrtoni uniformitetin.

1. Kufiri pér 0 <z < 1.
Pér ¢cdo z té fiksuar me |z| < 1, vargu gjeometrik 2" — 0.

2. Kufiri ne skaj.
Pér x =1 kemi f,(1) = 1. Késhtu

f(m)_{o, 0<z<l,

3. Gabimi pikeésor.
Pér z < 1, |fno(z) — f(z)| = 2"; pér z = 1, ky gabim éshté zero.

4. Supremumi i gabimit.
Pér cdon > 1,

sup |fn(z) — f(z)| = sup 2" =1.
z€[0,1] 0<z<1

Vlera 1 nuk arrihet ne [0,1), por eshté supremum, sepse 2" — 1 kur = 1 1, me n té
fiksuar.

5. Kontrolli konceptual.

Cdo f, éshté i vazhdueshém; f éshté i ndérpreré né 1. Né njé hapésiré metrike,
kufiri uniform i funksioneve té vazhdueshme éshté i vazhdueshém.

Pérfundim. Konvergjenca éshté pikésore, por jo uniforme. Kontinuitetii £, jep
gjithashtu njé argument alternativ.
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Ushtrimi 3. Pse limiti nuk mund te kalohet automatikisht
nen integral

Pér f,(x) = n?x(1 — z)" né [0,1], krahasoni lim,, ., fol fn me fol lim,, o0 fa.
1. Kufiri né skaje.

fn(0) = fu(1) = 0 pér ¢do n > 1.

2. Kufiri brenda intervalit.
Pér z € (0,1), shkruajmé ¢ = 1 — x € (0,1). Dihet se n?¢" — 0; meqé z éshté i fiksuar,
fn(z) — 0. Késhtu kufiri pikésor €shte f = 0.

3. Integrali i termit.

Meu=1-z,
1 1
/x(lx)"da::/ (1 —w)u"du
0 0

1 1 1
n+l n+2 m+1)n+2)

4. Integralii f,.

Shumézojmé me n?:

n?

1
/0 fn(x)de = —(n—i— D+ 2) — 1.
5. Integrali i funksionit kufi.
Meqgé f(z) =0 pér ¢do = € [0, 1], kemi fol f(z)dz = 0.

6. Interpretimi.

Pavaresisht konvergjences pikésore, masa e funksioneve grumbullohet prané =z =0,
prandaj integralet nuk shkojné né zero.

lim 1 fa(z)dz=1#0= 1 lim f,(z)dz.

Konvergjenca pikésore, pa hipoteza shtese, nuk justifikon shkémbimin e limitit me
integralin.



ANALIZE MATEMATIKE IlI Prof. As. Dr. Sidité Duraj

Ushtrimi 4. Percaktimi i saktésiseé se garantuar te integralit

Supozojme sup,cp o | fn(z) — f(2)] < § Gjeni njé indeks N gé garanton gabim inte-
) n
gral rreptesisht me tée vogel se 0.01 per ¢do n > N.

1. Pércaktimi i gabimit.

Vendosim E, = )foz fn(x)de — f02 fx) dac‘.

2. Lineariteti dhe pabarazia trekéndore.
Nga vetite e integralit Riemann,

2 2
E, = /O(fn—f)da: s/o fu — flda.

3. Pérdorimi i majorantit uniform.
Pér ¢do = € [0,2], |fn(x) — f(z)| < 3/n. Prandaj

2
FE, < / § dr = §
o n n
4. Zgjidhja e pabarazise.
Kérkojmeé 6/n < 0.01, domethéné n > 600.
5. Indeksi i garantuar.

Indeksi mé i vogeél natyror gé plotéson kete kusht té mjaftueshém eshte N = 601.

Pérfundim. Pér ¢do n > 601 kemi FE,, < 6/n < 0.01. Ky éshté kufiri i garantuar nga
té dhénat, jo domosdoshmeérisht gabimi real i nj€ cifti té caktuar funksionesh.
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Ushtrimi 5. Kufiri uniform mund té mos jeteé i derivueshem

Pér f,(x) = /2% + 1 né [—1,1], provoni konvergjencén uniforme dhe shqyrtoni de-
n

rivueshmeériné e kufirit.

1. Kufiri pikésor.
Pér ¢do xz, nga vazhdueshmeéria e rrénjés f,(z) — V22 = |z|.

2. Gabimi eshte jonegativ.
Meqé 22 + 1/n > 22, kemi f,(z) — |z| > 0.

3. Vlerésimi uniform.
Pér a,b >0, vVa+b < \/a++b. Duke marré a = 2> dhe b = 1/n,

0<yfa2+ ~lal g\/lﬁ (Va € [-1,1]).

4. Kalimi te supremumi.

I fn—1"lllo <1/v/n— 0; prandaj konvergjenca éshté uniforme.
5. Derivueshmeria e termave.
1 . .
fl(x) = z/4/2? + — ekziston pér ¢do z.
n

6. Derivueshmeria e kufirit.

Funksioni |z| ka derivat te majté —1 dhe te djathte 1 né 0; rrjedhimisht nuk €shteé i
derivueshém atje.

Pérfundim. Konvergjenca uniforme e funksioneve té derivueshme nuk garanton
derivueshmerine e kufirit.
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Ushtrimi 6. Réndesia e vleres sé funksioneve neé nje pike

Pér f,(z) = n+z, z € [0,1], tregoni pse vetém konvergjenca uniforme e f/ nuk
garanton konvergjencén e f,.

1. Derivati i cdo funksioni.
Pér ¢cdo n dhe z, f/ (z) = 1.

2. Konvergjenca uniforme e derivateve.
Duke zgjedhur g(x) = 1, kemi
sup |f,(z) —g(z)| = sup 0=0.
z€[0,1] z€[0,1]
3. Vlerésimi neé njé pike fikse.
Peér ¢do z¢ € [0, 1],
fu(xo) =n+ 20 — +00.
4. Mospérmbushja e hipotezeés.

Nuk ekziston pikeé zq ku (f,.(zo)) konvergjon ne R.

5. Arsyeja strukturore.

Derivimi e zhduk konstanten n; informacioni pér derivatet nuk kontrollon konstantat
aditive.

Perfundim. Né teoremén standarde té shkémbimit té limitit me derivatin, kon-
vergjenca né njé piké bazée éshté njé hipotezé e nevojshme pér argumentin e
pérgjithshém.
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Ushtrimi 7. Integrimi i njé serie funksionale term pas termi

Le té jete S(z) = Z % pér z € [0,1]. Justifikoni integrimin term pas termi dhe
n=1

njehsoni fol S(x)dx.
1. Majorimi i termit.
Pér x € [0,1], kemi 0 < 2"/n? < 1/n?.

2. Konvergjenca uniforme.

Meqé > °>°,1/n* konvergjon, kriteri i Vajershtrasit jep konvergjencén uniforme té
S a2 /n? né [0, 1].

3. Pérdorimi i teoremeés.

Té gjithé termat jané té vazhdueshém. Prandaj

/S dx— /d:c

Duke pérdorur formulén e fuqise,

/ 2 = [niﬂJ 2(n1+ 1)

5. Zberthimi ne thyesa te pjesshme.

4. Integrimi i termit.

N NS B
n2n+1) n2 n n+1l

6. Shuma teleskopike.
Per N > 1,

n=1

7. Peérdorimi i shumeés sé njohur.

Nga >°° , 1/n? = 7?/6 pérftojmé shumén e kérkuar.

1 n 2
/Z’gdx_g_l.
Onzln
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Ushtrimi 8. Derivimi i serise gjeometrike

o
Justifikoni barazimin » nz""! =

n=1

1 ..
(1_737)2 per |3§'| < 1.

1. Seria fillestare.
Pér |z| < 1dihet Y7 ;2" =1/(1 —z).

2. Zgjedhja e segmentit té brendshem.
Fiksojmeé r te tille gé 0 < r < 1 dhe |z]| <.

3. Majorimi i serisé sé derivateve.

Kemi [nz" ! < nrn—L,

4. Konvergjenca e majorantit.
Seria > °° , nr"~! konvergjon sipas kriterit té raportit: raporti i termave té njépas-
njéeshém shkon né r < 1.

5. Hipoteza né njé pike.

Né zy = 0 seria origjinale ka shumén 1 (vetém termi n = 0 mbetet). Késhtu kushtet
pér derivim term pas termi plotésohen né ¢do segment [—r, r].

6. Derivimi.

Duke derivuar identitetin fillestar né (—r,r),

inw”_l—i ! = !
— Cdz \1—-z) (1—2)?

7. Zgjerimi né interval.

Megqge r < 1 eshte arbitrar, formula vlen pér ¢do = € (—1,1).

Pérfundim. Derivimi éshté i justifikuar né ¢do segment kompakt té (-1,1), jo
automatikisht ne pikat skajore +1.
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Ushtrimi 9. Pse derivimi mund te deshtojé ne skajin e inter-
valit

9 o
Pér S(z) = Z % 0 <z <1, shqyrtoni derivatin e majté té S né = = 1.

n=1

1. Vazhdueshmeéria deri né skaj.

Seria konvergjon uniformisht né [0,1] nga kriteri i Vajershtrasit; prandaj S €shte e
vazhdueshme edhe neé 1.

2. Derivimi né brendeési.

Né ¢do [0,7] me r < 1, seria e derivateve konvergjon uniformisht. Keshtu

n—1

S’(J:):Zm , O<zx<l

n

n=1

3. Identiteti logaritmik.
Nga zhvillimi i —In(1 — z) pér 0 < z < 1 rezulton

—In(1 —x)

S'(z) =

4. Sjellja afer skajit.

Kur z 1 1, numeéruesi —In(1 — z) — +oo, kurse = — 1, ndaj S’ (z) — +oc.
5. Raporti diferencial né skaj.
Pér = € (0,1), teorema e vlerés mesatare pér S neé [z, 1] jep njé ¢, € (z,1) te tille ge

S() = S5(x)

1—=x

= S (cp).

6. Kalimi ne limit.

Kur z 1 1, edhe ¢, 1T 1, prandaj ana e djathté shkon né +cc.

Péerfundim. S nuk ka derivat t€ majté té fundmé né 1. Konvergjenca uniforme e
serise origjinale nuk mjafton pér derivim term pas termi née skaj.

10
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Ushtrimi 10. Kontrolli uniform ne pika ge varen nga indeksi

Supozojmeé f,, — f uniformisht né E. Pér vargje arbitrare z,,y, € E, provoni se

[[fn(zn) — f(@n)] — [falyn) — f(yn)]] — O.

1. Shénimi i gabimit.
Vendosim e, (z) = fn(z) — f(z) dhe §, = sup,cg |en(z)|.

2. Perkthimi i uniformitetit.

Nga konvergjenca uniforme del 4,, — 0.

3. Pabarazia trekéndore.
Pér ¢do n,
‘QN<mn) - en(?/n)’ < ’en(xn” + ‘en(yn)’-
4. Vlereésimi i secilit term.

Meqe€ z,,y, € E, sipas pérkufizimit té supremumit
len(zn)| < 0, len(Yn)| < On.

5. Pérfundimi nga teorema e shtrydhjes.
Keéshtu
0 < len(xn) — en(yn)| <286, — 0.
6. Interpretimi.

Pikat mund té ndryshojn€ me n: supremumi kontrollon njéherazi té gjithé elementét
e k.

Pérfundim. Pohimi vlen pér ¢do zgjedhje té z,,y, € E. Kjo éshté njé shprehje
konkrete e fuqisé sé konvergjencés uniforme.
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