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Metoda e puneés. Cdo ushtrim trajtohet sipas késaj skeme: té dhénat dhe gel-
limi; zgjedhja e teoremes; verifikimi i hipotezave; njehsimi me hapa; vleresimi i
gabimit kur kerkohet; perfundimi dhe kontrolli kritik. Né cdo rast, grafiku mund
te shérbeje si ilustrim, jo si vertetim.

Pérmbajtja tematike. Polinome Maclaurin dhe Taylor; formulat e mbetjes;
vlerésime uniforme; seri fuqish; kufijté e vlefshmérise; kundérshembull ndaj
analiticitetit; peérafrime numerike té certifikuara. Konventa. Shénojmeé me

T, polinomin e Taylor-it té rendit »n té funksionit f rreth gendrés a« dhe me
Ry o(xz) = f(z) — Tho(xz) mbetjen. Kufijté e formés sé Lagranzhit zbatohen vetém
pasi kontrollohen kushtet e derivueshmeérisé né segmentin pérkatés.
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Ushtrimi 1 — Perafrimi i funksionit eksponencial

( Gjeni Ty pér f(z) = €%, njehsoni Ty (1) dhe jepni njé kufi té provuar té gabimit. }

Hapi 1 — Derivatet dhe gendra.
Pér ¢do k > 0 kemi f(¥)(z) = ¢*. Prandaj f*)(0) =1
Hapi 2 — Ndeértimi i polinomit.

Sipas pérkufizimit,

2 ZL‘3 334

4
iL' x
Tio(w) =) Jr=lda+ 5 +5+ 5
k=0

Hapi 3 — Njehsimi i vleres sé pérafert.

1 1 1 1 1 633
Tio( =) =1 — 4 — = 2= — 1.6484375.
4’°<2> TR TR 3 T 3u

Hapi 4 — Hipotezat pér mbetjen.

Funksioni e” ka pesé derivate té vazhdueshme né [0,1]. Pér ¢do ¢t né kété segment,
[fO )] = e < e/

Hapi 5 — Vlerésimi rigoroz.

Formula e Lagranzhit jep

633 el/2 [1\° el/2
1/2 _ -] = < 0.000430.
© T 384" Bl <2> 3840

[ Pérfundim. Pérafrimi éshté % me gabim absolut mé té vogel se 0.000430.

Kontroll kritik. Kufiri i gabimit nuk éshtée gabimi real; ai éshté njé garanci teorike.
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Ushtrimi 2 — Sinusi dhe mbetja e Maclaurin-it

( Gjeni polinomin Maclaurin té rendit 5 pé€r sin 2 dhe provoni njé vlerésim uniform
ne [—-1,1].

Hapi 1 — Cikli i derivateve.

Derivatet jané sinz,cosxz,—sinxz,—cosz,.... Né origjiné termat e shkalléve cift zh-
duken.

Hapi 2 — Polinomi.

Hapi 3 — Kushtet e teoremeés.

Funksioni éshté C® né ¢do segment gé bashkon 0 me = € [-1,1]; derivati i gjashté
éshté —sint¢, me | (¢)] < 1.

Hapi 4 — Mbetja.

Pérfundim. Pér ¢do |z] <1,

sinz — x—x—3+x—5 <i
6 120/| — 720

Kontroll kritik. Ky kufi éshté i sigurt, por jo domosdoshmérisht optimal; derivati i
gjashté mund te vlerésohet méeé mprehtesisht né segmente me te vogla.
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Ushtrimi 3 — Zhvillimi i logaritmit

Ndértoni T3 pér In(1 + z) dhe pércaktoni intervalin e vlefshmeérisé sé serisé sé
tij Maclaurin.

Hapi 1 — Fusha dhe derivatet.

Pér z > —1 kemi f/'(z) = (1+z)~!. Me induksion,

fB (@) = (=)

Hapi 2 — Koeficientét neé zero.
Duke zévendésuar = = 0, fitojmé f*)(0) = (1)1 (k — 1)..

Hapi 3 — Polinomi i rendit tre.

x x
T370($) =r——=+ —.

Hapi 4 — Seria e plote.
Pér |z| < 1, nga seria gjeometrike dhe integrimi uniform né [—r,7], 0 < r < 1, rezulton

[e.e]

e
In(1+2) = nEZI( 1) —
Hapi 5 — Skajet.

Pér z = 1 pérdorim Leibniz-in dhe teoremeén e Abelit pér té marré shumeén In2; per
zr = —1 seria éshté — 3", 1/n dhe divergon.

[ Pérfundim. Seria Maclaurin pérfagéson In(1 + x) né intervalin (-1, 1].

Kontroll kritik. Intervali i konvergjences s€ serise s€ pafundme nuk eshteé hipoteze
gé duhet marré si e mirégené vetém nga forma e polinomit té fundmeé.
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Ushtrimi 4 — Nje funksion i lemuar ge nuk eéshte analitik

Pér g(z) = e~ /** kur z # 0 dhe ¢(0) = 0, provoni se g € C*(R), por seria Taylor né
zero nuk perfageson g ne asnjé interval rreth zeros.

Hapi 1 — Shuarja e fuqive.

Pér cdo m >0,
e—l/att2
lim =0
z—0 ‘l’|m

Vértet, duke vendosur ¢ = 1/|z| — oo, shprehja béhet tme~** — 0.

Hapi 2 — Forma e derivateve jashte zeros.

Me induksion sipas k, pér x # 0,

Wmﬂﬂﬁw@

T
ku P, eshte polinom; baza P, = 1, ndérsa rregulli i derivimit jep sérish njé polinom
ne 1/x.
Hapi 3 — Derivimi né origjine.
Supozojmé ¢¥)(0) = 0. Atéheré

(k) _ gk —1/h2
S0 (0) — 1im 20 —9D0) _ 0 Pl1/m)e

=0
h—0 h h—0 h ’

nga Hapi 1, sepse polinomi dhe faktori 1/h kan€ rritje vetém polinomiale.

Hapi 4 — Vazhdueshmeria e derivateve.

E njéjta shuarje tregon se ¢ (z) — 0 = ¢®(0) kur z — 0. Késhtu té gjitha derivatet
jane té vazhdueshme.

Hapi 5 — Seria Taylor.
Pér ¢do k, ¢ (0) = 0, prandaj seria Taylor éshté identikisht zero.

Pérfundim. Funksioni éshté C>, por g(z) > 0 pér z # 0; rrjedhimisht nuk éshté
analitik né origjine.

Kontroll kritik. Ekzistenca e té gjitha derivateve nuk garanton baraziné e funksionit
me seriné Taylor.
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Ushtrimi 5 — Perafrimi i kosinusit me rend te ulet

2
Pérafroni cosz me 1 — % dhe provoni nje kufi te gabimit pér |z| < 1.

Hapi 1 — Zgjedhja e rendit.

Polinomi Maclaurin i rendit 3 éshté T5(x) = 1 — 22/2 sepse koeficienti kubik éshté
Zero.

Hapi 2 — Derivati kontrollues.
f®(t) = cost, ndaj |f*(t)| <1 né [-1,1].
Hapi 3 — Mbetja e Lagranzhit.

Pér ¢do |z| < 1 ekziston ¢ ndérmjet 0 dhe = i tille ge

2
cosz— (1-2) = cos£x4'
2 4!

Hapi 4 — Vlerésimi i modulit.

2

X
cosr—14+—| <

x|t _ 1
< —.
2|~ 24 ~

Pérfundim. Gabimi éshté jo mé i madh se 1/24 né té gjithé segmentin e
deklaruar.

Kontroll kritik. Perdorimi i rendit 3 éshté i gellimshém: koeficienti kubik éshte zero,
por Kkjo lejon njé mbetje té rendit te katert.
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Ushtrimi 6 — Zhvillimi rreth nje pike te ndryshme nga zero

Pérafroni In(1.2) me polinomin Taylor té rendit 2 te f(z) = Inz rreth « = 1 dhe

kontrolloni gabimin.

Hapi 1 — Kushtet.

Funksioni Inz éshté C? né [1,1.2].
Hapi 2 — Derivatet né gender.
f)y=0, f[(1)=1, f"(1) = -1.

Hapi 3 — Polinomi.

Hapi 4 — Vlera e pérafert.
Péerz=1.2,
T51(1.2) =

Hapi 5 — Derivati i trete.
f"(t) =2/t> dhe |f"(t)| <2 né [1,1.2].

Hapi 6 — Mbetja.

9] 2 /1\* 1

[ Pérfundim. Pérafrimi 0.18 ka gabim absolut jo mé té€ madh se 1/375 =~ 0.002667.

Kontroll kritik. Ky éshté kufi rigoroz dhe jo diferenca reale midis logaritmit dhe

pérafrimit.
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Ushtrimi 7 — Péercaktimi i rendit nga toleranca

Gjeni njé rend té polinomit Maclaurin pér ¢* qé garanton |R,(z)| < 10~* pér té
gjithé z € [-1,1].

Hapi 1 — Kriteri i mbetjes.
f ) (t) = ¢, prandaj [f V()| < e né [-1,1].
Hapi 2 — Vlerésimi uniform.

Formula e Lagranzhit jep

sup |Rn(z)| < .
Hapi 3 — Zgjedhja e rendit.
Péern =7, 579
(& .
— < <6.75-107° < 1074
8!<40320<675 077 <10

Hapi 4 — Pércaktimi i polinomit.

Pérdorim Ty (z) = S.1_, =¥ /k!.

Pérfundim. Rendi n = 7 garanton saktésiné e kérkuar né té gjithe [—1,1].

Kontroll kritik. Nuk po pretendojmeé se eshte rendi minimal sipas té gjitha metodave
té mundshme te vlerésimit.
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Ushtrimi 8 — Integrimi term pas termi dhe logaritmi

Nxirrni zhvillimin e In(1 + z) nga seria gjeometrike, duke justifikuar integrimin
term pas termi.

Hapi 1 — Identiteti fillestar.

Per |t| < 1,

1 o0
— =Y (1)
o2

Hapi 2 — Konvergjenca uniforme lokale.

Péer |t| < r < 1, |[(-1)™"] < r™ dhe seria }_ " konvergjon; kriteri i Vajershtrasit jep
konvergjence uniforme.

Hapi 3 — Integrimi i lejueshém.

Per |z| < r < 1, integrimi né segmentin ndermjet 0 dhe z jep
Tt & T
—_— = -1" t"™ dt.
=23l

Hapi 4 — Njehsimi.

0 " xn—i—l 0 k—i—l‘rk
In(1+z)=> (-1) T => (-1) -
n=0 k=1

Hapi 5 — Konstanta dhe skajet.

Té dy anet jane zero per x = 0. Né z = 1 seria konvergjon sipas Leibniz-it dhe ka
shumeén In 2 nga teorema e Abelit; né = = —1 divergon.

Perfundim. Identiteti éshté i vlefshém pér —1 < z < 1.

Kontroll kritik. Integrimi u justifikua né ¢do segment té mbyllur brenda (-1, 1); skaji
x = 1 kérkoi argument té vecante.
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Ushtrimi 9 — Vleresim uniform peér polinomin e rendit pese

( Jepni njé kufi té gabimit té T5 o pér e* né intervalin [—3, 1]. }

Hapi 1 — Objektivi.

Kerkohet supy, </, [e” — T50(2)[, jo gabimi né njeé pike.
Hapi 2 — Hipotezat.

e® éshté C% né segment dhe |f(0) ()| = et < /2.

Hapi 3 — Mbetja.

Pér |z| <1/2,
ool <
Hapi 4 — Kalimi né supremum.
el/2 el/2
\5[252 |Rs.0(z)| < 6126 = 16080 <38 1072,

Pérfundim. Gabimi uniform i pérafrimit éshté meé i vogél se 3.58 - 1075.

Kontroll kritik. Nje grafik mund te sugjeroje saktési, por vetem ky vlerésim ofron
garanci neé te gjithé intervalin.

10
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Ushtrimi 10 — Polinomi i kosinusit te rendit gjashte

[ Gjeni Ts pér cosz dhe njé kufi té gabimit pér |z| < 1. }

Hapi 1 — Derivatet.
FER(0) = (~1)* dhe fE:1(0) = 0.

Hapi 2 — Ndeértimi.

$2 I‘4 $6
T670(.%'):1—§+Z—a.
Hapi 3 — Pérzgjedhja e mbetjes.
fO(t) = sint, ndaj |f(M(t)| <1 pér |t| < 1.
Hapi 4 — Zbatimi i Lagranzhit.
27 _ 1
_ <<
cosz —Too(@)l < T < 5o

Péerfundim. Pér |z| < 1, gabimi €sht€ jo mé i madh se 1/5040.

Kontroll kritik. Ekziston edhe nje vleresim i rendit te tete, me i mprehte, duke per-
dorur zhdukjen e derivatit té shtaté né origjine.

11
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Ushtrimi 11 — Problem i ri: perafrimi i rrenjes katrore

Pérafroni v/4.2 me polinomin Taylor t€ rendit 2 té f(z) = /x rreth « = 4 dhe provoni
nje kufi te gabimit.

Hapi 1 — Derivatet.
Pér z >0,
fW=57z F@=—fm 0=
Hapi 2 — Vlerat né gender.
f(4)=2, f'(4) =1/4 dhe f"(4) = —1/32.

Hapi 3 — Polinomi.

r—4 (v—4)?
T —9 _ .
balz) =2+ — 64

Hapi 4 — Njehsimi pér » = 4.2.

Me h =1/5,

1 1
Tya(4.2) =2+ — — — = 2.049375.
24(42) =2+ 20 1600

Hapi 5 — Kontrolli i mbetjes.
Neé [4,4.2], | f"(t)| < 3/(8-45/2) = 3/256.

Hapi 6 — Vlerésimi i gabimit.

1/5)3 1
V4.2 — 2.049375| < 3 /57 _

= =0. 15625.
— 256 3! 64000 0.000015625

( Pérfundim. Pérafrimi 2.049375 ka gabim absolut jo mé té madh se 1.5625 - 10~°.

Kontroll kritik. Ky problem éeshtée i ndryshém nga ushtrimi i logaritmit: teston
derivatet e fuqise fraksionare dhe njé vlerésim té mprehté lokal.

12
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Ushtrimi 12 — Kufijte e vlefshmerise seé serise se logaritmit

o n
Diskutoni konvergjencén e serisé » (—1)"'—
n

n=1

dhe péercaktoni shumen e saj kur

konvergjon.

Hapi 1 — Rrezja.

Pér koeficientét a,, = (—1)"*!/n, formula Cauchy-Hadamard jep

n—00 n—0oo \ Ty

1 1 1/n
+ = limsup |a, |V = lim () =1, R=1.

Hapi 2 — Pjesa e brendshme.
Pér |z| < 1 integrimi i serisé gjeometrike jep shumeén In(1 + z).
Hapi 3 — Skaji i djathte.

Né z = 1 kemi Zn21(—1)"+1/n, gé konvergjon sipas Leibniz-it. Sipas teoremeés sé
Abelit, shuma éshteé lim,; In(1 + ) =1n2.

Hapi 4 — Skaji i majte.

Né x = —1, ¢do term béhet —1/n; seria éshté negative e seris€ harmonike dhe diver-
gon.

Hapi 5 — Konvergjenca absolute né skaj.

Né =z = 1 seria e moduleve éshtée harmonike dhe divergon, prandaj konvergjenca
eshte kushtore.

Péerfundim. Intervali i konvergjencés éshté (—1,1] dhe shuma éshté In(1 + z) né
kété interval.

Kontroll kritik. Rrezja R = 1 nuk pércakton veté péerfshirjen e pikave skajore; secila
u analizua vegmas.

13
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Liste kontrolli per studentin

Pérpara se té pranoni njé zgjidhje me Taylor-in, verifikoni: (i) gendrén a dhe rendin
n; (ii) vlerat e derivateve né q; (iii) intervalin ku ekzistojné derivatet e kérkuara; (iv)
vlerén M gé kontrollon modulin e derivatit; (v) zbatimin e formulés sé mbetjes; (vi)
dallimin mes gabimit real dhe kufirit te tij; (vii) kur behet fjalé pér seri té pafundme,
intervalin e konvergjenceés dhe skajet e tij.

Parim metodologjik. Nje afrim numerik nuk eéshte i certifikuar vetem sepse
shifrat duken té sakta. Certifikimi kérkon kontroll matematikor té mbetjes, me
hipotezat e teoremes te verifikuara.
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