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(Cdo problem ka hapat e provés, kontrollin e hipotezave dhe pérfundimin. Numrat e ushtrimeve
pérputhen me kapitullin digjital.

Ushtrimi 1 — Fusha e pércaktimit

In(9 — 2% — ¢?)

Problemi. Gjeni fushén e f(z,y) =
VYy—1x

Hapi 1. Kushti i logaritmit. Argumenti éshté pozitiv: 9 — z? — y? > 0, pra 22 + > < 9.

Hapi 2. Kushti i rrénjés. Meqé rrénja ndodhet né emérues, /y — x duhet té jeté reale dhe jozero;

rrjedhimisht y — x > 0.

Hapi 3. Ndérprerja e kushteve. Té dy kushtet duhet té vlejné njékohésisht:

D={(z,y):2* +y* <9, y >}

Hapi 4. Interpretimi gjeometrik. D éshté pjesa e diskut té hapur me rreze 3 qé ndodhet sipér

drejtézés y = x. As rrethi kufitar, as drejtéza nuk pérfshihen.

Kontroll kritik. Kushti y > = do té ishte gabim: né y = x eméruesi béhet zero.
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Ushtrimi 2 — Nivelet dhe grafiku

Problemi. Gjeni bashkésité e nivelit t& f(x,y) = 22 + 4y? pér c € R.
Hapi 1. Vendosim f(z,y) = ¢, pra 2 + 4y® = c.
Hapi 2. Meqé ¢do katror éshté jonegativ, pér ¢ < 0 bashkésia éshté boshe.
Hapi 3. Pér ¢ = 0 duhen té dy katrorét zero, prandaj niveli éshté vetém pika (0, 0).

Hapi 4. Pér ¢ > 0 pjesétojmé me c:
22 42
+ = =1.
c c/4

Kjo éshté elips me gjysméboshtet /c dhe /c/2.

Kontroll kritik. Niveli i funksionit nuk éshté e njéjta gjé me grafikun tredimensional z = x2 4 432
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Ushtrimi 3 — Kufiri qé nuk ekziston

Problemi. Shqyrtoni lim, ) (0,0 ﬁy?ﬂ
Hapi 1. Origjina éshté piké grumbullimi e fushés sé pércaktimit R? \ {(0,0)}.

Hapi 2. Zgjedhim rrugén y = 0, ku f(z,0) = 0 pér = # 0; kufiri pérgjaté saj éshté 0.

Hapi 3. Zgjedhim rrugén y = z, ku f(x,z) = 22/(22%) = 1/2 pér x # 0; kufiri pérgjaté saj éshté 1/2.

Hapi 4. Po té ekzistonte njé kufi i pérgjithshém L, ai do té ishte i njéjté pérgjaté ¢do trajektoreje;
0 # 1/2 e kundérshton kété.

Pérfundimi. Kufiri nuk ekziston. Dy trajektore mjaftojné pér njé prové té mosekzistencés.
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Ushtrimi 4 — Pse drejtézat nuk mjaftojné

2
Problemi. Analizoni kufirin né origjiné té f(x,y) = %.
r*+y
Hapi 1. Pér ¢do drejtéz y = mx me m # 0 kemi
ma® mx
f(z,mz) = = — 0.

xt +m222 22+ m?
Hapi 2. Pér m = 0 marrim f(z,0) = 0. Edhe pérgjaté drejtézés vertikale x = 0 vlera éshté zero.
Hapi 3. Zgjedhim parabolén y = 2. Atéheré

2t = 1 (z #£0).

:x4+x4 2

fla,2?)

Hapi 4. Kriteri me vargje ose argumenti i trajektoreve jep dy kufij té ndryshém: 0 dhe 1/2.

Pérfundimi. Kufiri nuk ekziston, megjithése pérgjaté ¢do drejtéze qé kalon nga origjina éshté zero.
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Ushtrimi 5 — Kufi i vértetuar me koordinata polare
S . z*y
Problemi. Vértetoni lim, ,y_,(0,0) 2142 =0

Hapi 1. Vendosim x = rcosf, y = rsinf, r > 0.

Hapi 2. Termi transformohet né

r3 cos? fsin @

= rcos® Osin 0.
r2

Hapi 3. Pér té gjitha kéndet 6, |cos? @sin 6| < 1, ndaj

<r=/x?+y2

Hapi 4. Pér € > 0 marrim § = ¢. Nése 0 < r < §, diferenca nga zero éshté mé e vogél se €.

$2y

x2 + 92

Kontroll kritik. Vlerésimi éshté uniform né 0; kjo, jo vetém llogaritja pér kénde fikse, provon
kufirin.

ot
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Ushtrimi 6 — Kufi me pabarazi

:L'2y2

Problemi. Gjeni lim, ,)_(0,0) W

Hapi 1. Shénojmé r? = z2 + y2. Meqé 22 < r? dhe y? < 72, mund té pérdorim vlerésim té thjeshté.
Hapi 2. Pér » > 0 kemi

x2y? rey

= 2242 = g2

Hapi 3. Nga 2 — 0 dhe teorema e sanduicit pérfundon se kufiri éshté zero.
Hapi 4. Pérkufizimi e jepet edhe drejtpérdrejt: zgjedhim § = (/e.

Pérfundimi. Kufiri éshté 0; ményra e provés vlen pér té gjitha trajektoret njékohésisht.
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Ushtrimi 7 — Vazhdueshmeéria né origjiné

72

Problemi. Le té jeté f(x,y) 5 pér (z,y) # (0,0) dhe f(0,0) = a. Pér cilén vleré té a éshté

pE
i vazhdueshém?

Hapi 1. Nga Ushtrimi 5, kufiri né origjiné éshté L = 0.

Hapi 2. Sipas pérkufizimit, pér vazhdueshméri kérkohet f(0,0) = L.

Hapi 3. Késhtu domosdoshmérisht a = 0.

Hapi 4. Mjaftueshméria: pér a = 0, vlerésimi |f(z,y)| < v/22 + y2 jep vazhdueshméri -6 né origjiné.

Pérfundimi. Vetém pér funksioni éshté i vazhdueshém né (0,0).
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Ushtrimi 8 — Vargjet dhe kriteri i Hajnesit

2

Problemi. Tregoni se lim, ) (0,0 nuk ekziston duke pérdorur vargje.

Hapi 1. Marrim p, = (1/n,0). Atéheré p, — (0,0) dhe f(p,) = 1.
Hapi 2. Marrim g, = (0,1/n). Atéheré ¢, — (0,0) dhe f(g,) = 0.
Hapi 3. Té dy vargjet i pérkasin fushés sé funksionit dhe asnjéri nuk merr pikén e pérjashtuar (0,0).

Hapi 4. Sipas kriterit t& Hajnesit, nése ekzistonte kufiri ai duhet té ishte njékohésisht 1 dhe 0.

Pérfundimi. Kufiri nuk ekziston.
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Ushtrimi 9 — Vazhdimeésia e pérbérjes

Problemi. Studioni vazhdueshmériné e f(x,y) = In(1 + 2% + y?) né R
Hapi 1. Funksioni q(x,y) = 22 + y? éshté polinom né dy ndryshore, prandaj i vazhdueshém kudo.
Hapi 2. Pér ¢do piké, 1+ g(x,y) > 1 > 0. Pra argumenti i logaritmit éshté pozitiv né té gjithé planin.
Hapi 3. Logaritmi natyror éshté i vazhdueshém né (0, co).
Hapi 4. Nga teorema e pérbérjes, In(1 + ¢(z,y)) éshté i vazhdueshém né ¢do piké.

Pérfundimi. Fusha éshté R2 dhe funksioni éshté i vazhdueshém né té.

9
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Ushtrimi 10 — Kufiri i varur nga parametri

(67

Problemi. Shqyrtoni kufirin né origjiné té f,(x,y) = #, kur = /22 + 42 > 0 dhe a € R.
Hapi 1. Funksioni éshté radial: nuk varet nga kéndi, por vetém nga r > 0.
Hapi 2. Pér a > 0, r* — 0 dhe 1 + 2 — 1, prandaj kufiri éshté 0.
Hapi 3. Pér a =0, fo = 1/(1 +7r%) — 1.

Hapi 4. Pér a < 0, shkruajmé o = —3 me B > 0. Atéheré r® = 1/r% — 400 dhe eméruesi priret drejt 1.

Pérfundimi. Kufiri real i fundmé ekziston pér a > 0, me vleré 0 pér a > 0 dhe 1 pér a = 0; pér
« < 0 shprehja shkon drejt 400 dhe nuk ka kufi té€ fundmé real.

10
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Ushtrimi 11 — Kufiri me parametér dhe koordinata polare

Problemi. Pér a € R studioni kufirin né origjiné té

2y

Fo(z,y) = [

(z,y) # (0,0).

Hapi 1. Fusha. Funksioni éshté i pércaktuar pér ¢cdo (x,%) # (0,0), sepse baza 22 + y? éshté pozitive.
Hapi 2. Zévendésimi polar. Marrim x = r cos dhe y = rsinf. Atéheré

F, = r372%cos? fsin 6.

Hapi 3. Rasti a < % Meqé | cos? sin 6] < 1, kemi

|F,| <372 — 0.

Ky vlerésim éshté uniform né 6; pér e > 0 mjafton § = £1/(3-20),

Hapi 4. Rasti a = % Pér y = 0 marrim zero. Pér y = = > 0, 6 = 7/4 dhe rezulton

F3)9 = cos?(m/4) sin(rw/4) = Pk

Kufijté pérgjaté dy trajektoreve nuk pérputhen.
Hapi 5. Rasti o > % Pérgjaté y = = > 0 kemi F, = 27372 heré njé faktor kéndor ekuivalent
konstant pozitiv; si rrjedhojé shprehja shkon né 400, ndérsa pérgjaté y = 0 mbetet zero.

Pérfundimi. Kufiri real i fundmé ekziston saktésisht kur | < g dhe éshté zero.

11
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Ushtrimi 12 — Vazhdueshmeéria uniforme né njé disk

Problemi. Provoni drejtpérdrejt se f(x,y) = 22 + 32 éshté uniformisht i vazhdueshém né K =
{(z,y) : 2 + y* < R%*}, R > 0.

Hapi 1. Vendosim p = (z,y), ¢ = (u,v) dhe shénojmé ||p||2, ||¢|l2 < R.
Hapi 2. Pérdorim identitetin ||p||2 — ||¢ll2 = (p +q) - (p — q).
Hapi 3. Nga pabarazia e Koshi—Shvarcit,

1f(p) = f(@D] < llp+dqll2llp — qll2 < 2R[]p — qll2-

Hapi 4. Pér € > 0 zgjedhim § = % Pér ¢do p,q € K me ||p — q||2 < 0, marrim |f(p) — f(¢)| < e.
Hapi 5. Kontrolli kritik. Zgjedhja e § varet nga € dhe R, por jo nga pikat p, q. Kjo provon uniformitetin.

Pérfundimi. Funksioni éshté madje Lipschitz né K me konstanté 2R.

Pérmbledhje metodologjike
Pér té provuar mosekzistencén e njé kufiri, ndértoni dy trajektore ose dy vargje. Pér té provuar

ekzistencén, kérkoni pabarazi uniforme ndaj té gjitha rrugéve té afrimit. Dalloni gjithnjé vlerén e
funksionit né piké nga kufiri i tij dhe verifikoni domenin pérpara pérdorimit té teoremave.
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