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FAKULTETI I SHKENCAVE TE NATYRES - DEPARTAMENTI I MATEMATIKES

ANALIZE MATEMATIKE III

Ushtrime té zgjidhura
me arsyetim te plote

LEKSIONI 01 - SERITE NUMERIKE: KONCEPTET BAZE

QASJA AKADEMIKE

10 ushtrime té organizuara nga seria gjeometrike dhe teleskopimi deri te kundér-
shembujt dhe kriteri i Koshit. Cdo zgjidhje ruan strukturén logjike té provés dhe nx-
jerr né pah gabimet metodologjike t€ mundshme.

10 ushtrime té zgjidhura - analiza metodologjike - kontroll i kufijve té zbatimit

Pedagoge: Prof. As. Dr. Sidité Duraj
Programi: Bachelor né Matematiké

Viti akademik: 2026-2027

Statusi: Material plotésues pér studim dhe verifikim editorial

Material plotésues ndaj Leksionit 1 (14 fage). PDF-ja e leksionit bazé ruhet e pandryshuar.
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Standardi i argumentimit matematikor

Cdo zgjidhje organizohet sipas skemés hipotezat — kriteri i pérdorur — trans-
formimet e justifikuara — pérfundimi — kontrolli kritik. Zbatimi i njé kriteri pa
verifikuar kushtet e tij nuk pérbén vértetim.

1. Konvergjenca e serisé Z:; a,, nénkupton ekzistencén e njé kufiri real S = lim,_, _ Sy,
N
ku SN — anl an.

2. Kushti a,, — 0 éshté vetém i domosdoshém. Pér té provuar konvergjencén nevojitet njé
argument shtesé.

3. Kriteret e krahasimit pér seri me kufiza jonegative kérkojné orientimin e sakté té
pabarazive dhe njohjen e natyrés sé serisé krahasuese.

4. Raporti dhe rrénja kané raste jopérfundimtare kur kufiri pérkatés éshté 1.

5. Njé vlerésim numerik i shumave té pjesshme nuk zévendéson njé prové konvergjence
ose njé vlerésim té garantuar té gabimit.

Si té pérdoret ky dokument

Lexo formulimin e problemit, pérzgjidh veté metodén, krahaso argumentimin me hapat e
dokumentuar dhe kontrollo ve¢mas vérejtjen kritike. Né platformén web hapat zbulohen
progresivisht; né kété PDF zgjidhjet jepen té plota, té disponueshme pér studim, printim
dhe citim té brendshém.
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Standardi i argumentimit matematikor
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L1.10 — Kombinimi i njé serie teleskopike dhe gjeometrike
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Harté metodologjike e Leksionit 1

Struktura Tekniké vendimtare Kujdesi kryesor

Fuqi r Seria gjeometrike Indeksi fillestar dhe |r| < 1
Thyesa Zbérthimi teleskopik Njehsimii Sy para limitit
racionale

Diferenca rad- Anulimi teleskopik a,, — 0 nuk mjafton

hazi

Divergjenca Mohimi i kriterit té Koshit Blloge arbitrarisht té largéta
Parametér real = Analiza e rasteve kufitare Trajtimi ve¢masi|r| =1

Zgjidhjet e argumentuara

L1.01 - SERIA GJEOMETRIKE

Shuma e dy serive gjeometrike

FORMULIMI I PROBLEMIT
Llogaritni shumeén e serisé

002n+3n

Strategjia e zgjidhjes. Zbérthejmé kufizén e pérgjithshme né dy kufiza gjeometrike dhe
kontrollojmé ve¢cmas kushtet e konvergjences.

HAPI 1 Zbérthimi algjebrik

Pér ¢do n > 1 kemi baraziné e sakté

TR () ()
6n 67 67 \3 2)
HAPI2 Konvergjenca e pjeséve
Raportet r, = 1/3 dhe r, = 1/2 pérmbushin |r;| < 1 dhe |r,| < 1. Prandaj té dyja serité

gjeometrike konvergjojné. Vetém pas kétij konstatimi kalojmé nga lineariteti i shumave té
pjesshme te shuma e serive.

HAPI 3 Pérdorimii formulés sé duhur
Pér |r| < 1 dhe indeks fillestar n = 1 vlen

Zr": 1ir'

n=1
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Rrjedhimisht,

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria éshté konvergjente dhe | S = % 5

ANALIZE MATEMATIKE III

Kontrolli kritik. Formula 1/(1 — r) i pérket serisé qé fillon nga n = 0; pérdorimi i saj kétu pa

korrigjuar indeksin do té jepte rezultat té gabuar.

L1.02 - SERIA GJEOMETRIKE

Numri dhjetor periodik si shumé e pafundme

FORMULIMI I PROBLEMIT

Ktheni numrin 0, 272727 ... né njé thyesé té zakonshme duke pérdorur serité.

Strategjia e zgjidhjes. Secili bllok me dy shifra formon njé term té njé serie gjeometrike

me raport 1072,

HAPI 1 Shkrimi si seri

27 27 27 27 & ( 1 )k

2= —— 4 4 = 4= R
0,(27) 102 * 104 + 106 + 100 = 100

HAPI 2 Justifikimi i konvergjencés
Raporti éshté » = 1/100, prandaj || < 1 dhe seria ka shumé té fundme.

HAPI3 Njehsimi dhe thjeshtimi

27 1 27 100
0,27)="— ' — = .
100 1—: 100 99
_ 21 _ 3
99 11

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Barazia e kérkuar éshté |0, (27) = 13—1 5

Kontrolli kritik. Perioda ka gjatési 2; raporti éshté 1/100, jo 1/10. Shkrimi decimal 0, 2727 ...

nuk duhet ngatérruar me numrin 0, 27.

MATERIALE DIDAKTIKE - 2026-2027
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L1.03 - SHUMAT E PJESSHME

Seri teleskopike me diferencé katrorésh

FORMULIMIJ PROBLEMIT

Njehsoni » ———.
; 4n? — 1

Strategjia e zgjidhjes. Faktorizimi i eméruesit sugjeron zbérthimin né thyesa té thjeshta.

HAPI 1 Identiteti i nevojshém

1 1/ 1 1
4n? —1=(2n—1)(2n + 1), m:§<2n—1_2n+1>'

Identiteti verifikohet duke sjellé né emérues té pérbashkét: diferenca e numéruesve éshté
2.

HAPI 2 Shkrimi i shumés sé pjesshme

Pér N > 1,
1 Y 1 1
Sy == -
N 2;(211—1 2n—|—1>

_1(1 1+1 1+ N 1 1 )
2 3 3 5 2N -1 2N+1)°

HAPI 3 Anulimi dhe kufiri
Té gjitha kufizat e brendshme anulohen, ndaj

1 1 1
Sy==(1- lim Sy = -
N 2< 2N+1>’ Nowoo N7 2

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria konvergjon dhe | S = % 5

Kontrolli kritik. Né njé seri teleskopike anulimet béhen né shumén e fundme S, jo drejt-
pérdrejt né njé shprehje me pafundési.
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L1.04 - TELESKOPIM I DYFISHTE

Seria me tre faktoré radhazi

FORMULIMI I PROBLEMIT
Gjeni shumén »
n=1

nn+1)(n+2)

Strategjia e zgjidhjes. Ndértojmé njé diferencé té formés b, — b, ;.

HAPI 1 Zbérthimi algjebrik

1 1 1 1
n(n+1)(n+2) T2 (n(n—i— 1 (n+1)(n+2)) ’
Kjo rrjedh pasi numéruesi i diferencés éshté (n +2) —n = 2.
HAPI 2 Pércaktimi i kufizave teleskopike
Le té jeté b, = 1/[2n(n + 1)|. Atéheré a, =0, — b, ., dhe

HAPI 3 Kufizat skajore dhe limiti

S 1o ! —
N4 2N+ 1)(N+2)

1
1

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

. v 1
Seria ka shumén | S = il

Kontrolli kritik. Faktori 1/2 né zbérthim éshté thelbésor; mungesa e tij dyfishon gabimisht
shumén.

L1.05 - KUSHT I NEVOJSHEM, JO I MJAFTUESHEM

Termi shkon né zero, por seria divergon

FORMULIMI I PROBLEMIT
Shqyrtoni natyrén e serisé » ~(vn + 1 — v/n).
n=1

Strategjia e zgjidhjes. Racionalizimi tregon sjelljen e termit; teleskopimi vendos natyrén

MATERIALE DIDAKTIKE - 2026-2027 7/13



UNIVERSITETI I SHKODRES - MATEMATIKE ANALIZE MATEMATIKE III

e seriseé.

HAPI 1 Sjellja e kufizés sé pérgjithshme
Pércdon > 1,

a, —— 0.

1
a,=vVn+l—yn=———>0,
" v vn+1+/n " n—oo

HAPI 2 Shkrimi i shumés sé pjesshme

Sy=(2-1)+(V3-V2)+ -+ (VN+1-VN)
=VN+1-1.

HAPI 3 Analiza e kufirit té shumave
lim Sy = lim (VN +1—-1)=+o0.
N—oc0 N—o00

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Seria éshté divergjente, edhe pse lim «a,, = 0.
n—oo

Kontrolli kritik. Konvergjenca e kufizave a,, — 0 nuk provon konvergjencén e serisé; duhet
kontrolluar lim S).

L1.06 - BLLOQE TE SHUMAVE TE PJESSHME

Divergjencé me kriterin e Koshit

FORMULIMI I PROBLEMIT -
Provoni me kriterin e Koshit se Z
n=1

1
= V1

divergon.

Strategjia e zgjidhjes. Pér té hedhur poshté kushtin e Koshit mjafton té ndértojmé dy in-
dekse arbitrarisht t¢ médha ku diferenca e shumave mbetet mbi njé prag fiks.

HAPI 1 Zgjedhja e indekseve

Pércdo N € NN,

Son —Sn = Z

k=N+1

==

HAPI 2 Vlerésimi i secilés kufizé
Pér N +1 < k < 2N, monotoniné e funksionit = —+ z~'/? e shfrytézojmeé né formén

>

-
3
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HAPI 3 Vlerésimi i diferencés
Meqé blloku pérmban N kufiza,

HAPI 4 Mohimi formal i kushtit
Zgjedhim ¢ = 1/2. Pér ¢do N, mund té marrim N > N, dhe m = N, n = 2N, késhtu

1S, — Sl > 1/V2 > e.
Prandaj (S, ) nuk éshté varg i Koshit.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Sipas plotésisé sé R,| > ~n~'/? divergon |
n=1

Kontrolli kritik. Kriteri i Koshit kérkon kontrollin e ¢do bishti ZZ:m .1 @ PEr ta rrézuar
mjafton njé familje bishtash gé shkel kushtin.

L1.07 - KUNDERSHEMBULL THEMELOR

Seria harmonike dhe mohimi i kriterit té Koshit

FORMULIMI I PROBLEMIT

Provoni se Z ~ nuk ka shumeé té fundme.

n=1 w

Strategjia e zgjidhjes. Zgjedhim blloge me gjatési N pér té nxjerré njé kufi pozitiv uniform.

HAPI 1 Diferenca e shumave té pjesshme

S Sy = 1 + 1 ++1
INCENT N1 N+2 IN’

HAPI2 Majorim nga poshté
Secili emérues éshté jo mé i madh se 2NV, prandaj

1 1 1

— > e =

San SN—zNJr ToON T2
N kufiza
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HAPI 3 Kontradikta me kushtin e Koshit
Pér e = 1/4 dhe pér ¢cdo N, ka N > N, té tillé qé |S, — Sy| > 1/2 > . Késhtu (Sy) nuk
konvergjon né R.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

[e.e]

. . 1 ..
Seria harmonike E — divergon |
n

n=1

Kontrolli kritik. Vargu 1/n shkon né zero. Pérfundimi i divergjencés vjen nga struktura e
shumave té pjesshme, jo nga limiti i kufizés.

L1.08 - PERDORIM I VETIVE TE LOGARITMIT

Njé seri logaritmike teleskopike

FORMULIMI u’ROBLEMITl
Shqgyrtoni In (1 —).
qy ; + =

Strategjia e zgjidhjes. Shkruajmé logaritmin e herésit si diferencé logaritmesh.

HAPI 1 Identiteti i kufizés
Pérn > 1,

ln<1+1> :lnnJrl =In(n+1)—Inn.
n n

HAPI2 Anulimi pér N kufiza

Sy=) Inn+1)—Inn]=In(N+1)—In1=In(N +1).

WE

n=1

HAPI 3 Kufiri i shumés sé pjesshme

Siln(N + 1) — 400, vargu (Sy) nuk ka limit té fundmé. Megjithaté, nga vazhdueshmeéria e
logaritmit del a,, — In1 = 0.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Seria ’ divergon drejt + oo ‘

Kontrolli kritik. Shprehja In(1 + 1/n) — 0 nuk éshté prové konvergjence. Gjithashtu, nuk
mund té zévendésojmé > In me In > "; lejohet vetém identiteti i logaritmit té njé prodhimi té
fundmaé.

MATERIALE DIDAKTIKE - 2026-2027 10713



UNIVERSITETI I SHKODRES - MATEMATIKE ANALIZE MATEMATIKE III

L1.09 - DISKUTIM I PLOTE I RASTEVE KUFITARE

Seria gjeometrike me parametér real

FORMULIMI I PROBLEMIT -
Pércaktoni pér cilat € R konvergjon seria Z(Qm — 1)" dhe njehsoni shumeén.

n=1

Strategjia e zgjidhjes. Parametri z futet né raportin e njé serie gjeometrike; kérkohet zgjid-
hja e kushtit |r| < 1.

HAPI 1 Identifikimi i raportit

Vendosim r = 2z — 1. Atéheré seria éshté > r".

HAPI2 Zona e konvergjencés

R2r—1<]l <= —-1<2r—-1<1 < 0<z <1

HAPI 3 Njehsimiishumés

Péro<z <1,
T 20 — 1 20 — 1

S(z) =

1-r 1—-(22—1) 2(1-2)

HAPI 4 Kontrolli i skajeve dhe i jashtézonés

Pér z = 0, raporti éshté —1 dhe kufizat oshilojné midis —1 e 1. Pér = = 1, raporti éshté 1 dhe
cdo kufizé éshté 1. Nése = < 0 ose = > 1, kemi |r| > 1, prandaj 50, Né té gjitha kéto raste
seria divergon.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria konvergjon atéheré dhe vetém atéheré kur [0 <z <1} né kété interval
20 —1
2(1—x) [

S(x) =

Kontrolli kritik. Pikat kufitare = 0,1 nuk mund té pérfshihen, edhe pse kufiri || = 1 mund
té duket i pranueshém né njé argument numerik.
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L1.10 - LINEARITETI I SERIVE

Kombinimi i njé serie teleskopike dhe gjeometrike

FORMULIMI I PROBLEMIT
Njehsoni shumén e serisé

> ()

=il

Strategjia e zgjidhjes. Pér secilén pjesé ndértojmé njé shumeé té pjesshme té sakté dhe mé
pas kalojmé né limit.

HAPI 1 Pjesa teleskopike
Nga identiteti 1/[n(n+ 1)] = 1/n—1/(n + 1) rezulton

ST
N_nzln(n—i-l)_ N-+1

HAPI3 Shuma e pérgjithshme
Nga Sy = Ay + By dhe lineariteti i limitit pér dy vargje konvergjente kemi

. 1 3
S_J\IJHEO(AN+BN)_1+§_§'

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria konvergjon dhe ka shumé| S = g |

Kontrolli kritik. Lineariteti i shumave té serive pérdoret pa rezerva vetém pasi éshté justi-
fikuar konvergjenca e pjeséve qé mblidhen.

Kontroll editorial dhe pérdorimi pedagogjik

Materiali éshté krijuar si shogérues i dy leksioneve té plota té 1éndés Analizé Matematike
III. Argumentet jané dhéné me hapat e nevojshém pér kontroll dhe me trajtim té rasteve
kufitare. Pér pérdorim institucional rekomandohet recensim pérfundimtar i notacionit dhe
pérputhjes me syllabusin.
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Parimi i vlerésimit: Né cdo zgjidhje studenti duhet té identifikojé saktésisht
hipotezat, té emértojé teoremén e pérdorur, té justifikojé kalimin mes formulave dhe
té japé njé pérfundim qé i pérgjigjet problemit. Vetém njé rezultat i sakté numerik, pa
arsyetim, nuk plotéson standardin e déshiruar.

Referenca té brendshme té kursit. Leksioni 1: Serité numerike, konceptet bazé (14 faqge);
Leksioni 2: Kriteret e konvergjencés sé serive numerike (9 faqe). Viti akademik 2026-2027,
Departamenti i Matematikés, Universiteti i Shkodrés “Luigj Gurakuqi”.
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ANALIZE MATEMATIKE III

Ushtrime té zgjidhura
me arsyetim te plote

k/IEgRSIII?ENI 02 - KRITERET E KONVERGJENCES SE SERIVE NU-

QASJA AKADEMIKE

16 ushtrime me kriteret e krahasimit, serité p, D’Alembert, Koshi, kriterin integral,
kufirin superior dhe vlerésime té garantuara té mbetjes. Pérfshihen parametra realé
dhe raste té avancuara.

16 ushtrime té zgjidhura - analiza metodologjike - kontroll i kufijve té zbatimit

Pedagoge: Prof. As. Dr. Sidité Duraj
Programi: Bachelor né Matematiké

Viti akademik: 2026-2027

Statusi: Material plotésues pér studim dhe verifikim editorial

Material plotésues ndaj Leksionit 2 (9 fage). Shembujt e avancuar jané té shénuar né pérmbaijtje.



UNIVERSITETI I SHKODRES - MATEMATIKE ANALIZE MATEMATIKE III

Standardi i argumentimit matematikor

Cdo zgjidhje organizohet sipas skemés hipotezat — kriteri i pérdorur — trans-
formimet e justifikuara — pérfundimi — kontrolli kritik. Zbatimi i njé kriteri pa
verifikuar kushtet e tij nuk pérbén vértetim.

1. Konvergjenca e serisé Z:; a,, nénkupton ekzistencén e njé kufiri real S = lim,_, _ Sy,
N
ku SN — anl an.

2. Kushti a,, — 0 éshté vetém i domosdoshém. Pér té provuar konvergjencén nevojitet njé
argument shtesé.

3. Kriteret e krahasimit pér seri me kufiza jonegative kérkojné orientimin e sakté té
pabarazive dhe njohjen e natyrés sé serisé krahasuese.

4. Raporti dhe rrénja kané raste jopérfundimtare kur kufiri pérkatés éshté 1.

5. Njé vlerésim numerik i shumave té pjesshme nuk zévendéson njé prové konvergjence
ose njé vlerésim té garantuar té gabimit.

Si té pérdoret ky dokument

Lexo formulimin e problemit, pérzgjidh veté metodén, krahaso argumentimin me hapat e
dokumentuar dhe kontrollo ve¢mas vérejtjen kritike. Né platformén web hapat zbulohen
progresivisht; né kété PDF zgjidhjet jepen té plota, té disponueshme pér studim, printim
dhe citim té brendshém.

MATERIALE DIDAKTIKE - 2026-2027 2/18



UNIVERSITETI I SHKODRES - MATEMATIKE ANALIZE MATEMATIKE III

Contents

Standardi i argumentimit matematikor
Harté metodologjike e Leksionit 2

Zgjidhjet e argumentuara
L2.01 — Krahasimi i drejtpérdrejté me seriné gjeometrike . . . ... ... ... ....
L2.02 —Krahasiminé limitme 1/n . . . . . . .. ... . .
L2.03 — Kriteri i raportit pér kufiza me faktorial . . ... ... ... ... ........
L.2.04 — Kriteri i rrénjés pér shprehje té ngriturané fuqinén . .. ...........
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L2.07 — Teorema e serive p nga bllogetdyadike . ... ... ...............
L.2.08 — Vlerésimi rigoroz i gabimit té truncimit . ......... ... ... ......
L2.09 — Seriracionale me parametérreal . ... ... ... ... ... ... .. .....
L2.10 —Kriteriirrénjésmelimsup . . . . . . .. .. i e
L2.11 — Seria me faktor logaritmiklnn» . . . . ... ... ... ... o L oL
L2.12 — Rasti jopérfundimtar i kriterit té raportit . ....................
L.2.13 — Faktoriali qé dominon njé progresion gjeometrik . ... ............
L2.14 — Logaritmi i njé kufize dhe njé faktor shtesé 1/n . . . ... ... .. ... ...
L2.15 — Seria me faktoriel dhe fuqin™ . ... ... .. ... .. .. o L.

L2.16 — Seria me logaritém téiteruar . . . . . . . . . . . . it e e

Kontroll editorial dhe pérdorimi pedagogjik
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Harté metodologjike e Leksionit 2

Kufiza Metoda tipike Kontrolli logjik

Polinome Krahasim direkt/né limit 0 < L < oo ose drejtimi i
pabarazisé

n!, a™ Raporti i D’Alembert-it Rastet¢<1,g>1,¢=1

[g(n)]™ Rrénja e Koshit p = 1 éshté jopérfundimtar

Fuqité dhe logar- Kriteri integral Pozitivitet, vazhdueshmeéri, mono-

itmet toni

Aférsim numerik Vlerésim i mbetjes Kontroll i shenjés < kundrejt <

Zgjidhjet e argumentuara

L2.01 - SERI JONEGATIVE

Krahasimi i drejtpérdrejté me seriné gjeometrike

FORMULIMI I PROBLEMIT -
Pércaktoni natyrén e serisé » _

n=1

n2+2n'

Strategjia e zgjidhjes. Kérkojmé njé majorante té termave qé prodhon seri konvergjente.

HAPI1 Hipotezat

Pér ¢do n > 1 kemia,, = 1/(n% +2") > 0.
HAPI 2 Pabarazia krahasuese

Nga n? + 2" > 2" > 0 marrim

1

HAPI3 Natyra e serisé krahasuese
Seria ) ™ 27" éshté gjeometrike me raport 1/2 dhe ka shumé 1.

HAPI4 Zbatimi i teoremés
Nga kriteri i krahasimit té drejtpérdrejté, pér 0 < a,, < b,, dhe Y b, < oo rezulton ) a,, < cc.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Seria e dhéné éshté | konvergjente |

Kontrolli kritik. Krahasimi me njé seri divergjente mé té madhe nuk do té ishte prové kon-
vergjence. Drejtimi i krahasimit éshté pjesé e argumentimit.
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L2.02 - POLINOME RACIONALE

Krahasimi né limit me 1/7°

FORMULIMI I PROBLEMIT

. e 3n +
Shqgyrtoni seriné .

Strategjia e zgjidhjes. Termat kryesoré jané té rendit 3/n?; zgjedhim seri model b,, = 1/n?.

HAPI 1 Pozitiviteti
Kemi a,, > 0 dhe b,, > 0 pér ¢do n > 1.

HAPI2 Raportiitermave

[ igié B n?(3n+1)
b, % - n342

HAPI 3 Kufiri né raport
Duke pjesétuar me n?, marrim

HAPI 4 Pérdorimi i kriterit
Meqgé > n~2 konvergjon (seria p, p = 2 > 1), nga kriteri i krahasimit né limit rrjedh kon-
vergjenca e serisé sé dhéné.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
> 3n+1 .

> = konvergjon |.

=n°+2

Kontrolli kritik. Kriteri né kété formé kérkon kufi 0 < L < +o0, jo vetém ekzistencén e njé
kufiri.
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L2.03 - D'ALEMBERT

Kriteri i raportit pér kufiza me faktorial

FORMULIMI L PROBLEMIT
Shqgyrtoni » —-.
; n!

Strategjia e zgjidhjes. Struktura n! e bén raportin e kufizave té njépasnjéshme té thjeshté.
HAPI1 Hipotezat

Pérc¢don >1,a, =2"/n! > 0.

HAPI2 Raportii sakté

At 2ntl pl 2
a, (n+112n n41°

n

HAPI 3 Analiza e kufirit

.a . 2
g = lim 2= = lim =0<1.
n—oo @, n—oomn 4+ 1

HAPI 4 Zbatimi
Nga kriteri i D’Alembert-it, njé raport eventualisht mé i vogél se njé » < 1 jep majorim
gjeometrik té bishtit té serisé.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Seria éshté \ konvergjente |

Kontrolli kritik. Rezultati éshté konvergjenca, jo domosdoshmérisht vlera e shumeés. For-
mula ZZ":O 2" /n! = e* kérkon njohuri shtesé pér seriné eksponenciale dhe nuk nevojitet
kétu.

L2.04 - KOSHI

Kriteri i rrénjés pér shprehje té ngritura né fuqiné »

FORMULIMI I PROBLEMIT o ; gn \
Pércaktoni natyrén e serisé » ( > .
= \3n+1

Strategjia e zgjidhjes. Rrénja e rendit » anulon fuqiné n.
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HAPI1 Hipoteza e jonegativitetit
Pérn >1kemia, = (2n/(3n+1))" > 0.

HAPI2 Rrénja e rendit n

2n
Vin = 3n+1
HAPI 3 Limiti dhe krahasimi me 1
. . 240 2
= lim {/a, = lim —— =_-< 1.
P n—o00 n n—)oo?)—f—l/n 3<

HAPI 4 Pérfundimi sipas teoremés
Kriteri i rrénjés garanton konvergjencé pér p < 1.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

i ( 2n )n konvergjon |
3n+1

n=1

Kontrolli kritik. Rrénja merret e kufizés a,, né térési. Pér p = 1, kriteri nuk vendos.

L2.05 - KRITERI INTEGRAL

Familja logaritmike me parametér

FORMULIMI I PROBLEMIT
Pér cilat p € R konvergjon seria

>
“= n(Inn)P

Strategjia e zgjidhjes. Funksioni f(z) = 1/[z(Inz)?] mund té krahasohet me integralin e tij
té papérshtatshém.

HAPI1 Hipotezat e integralit
Né intervalin x > 2 kemi f(z) > 0 dhe f té vazhdueshém. Derivati éshté

;v Inz+p
J'@) == Fmmayet

Pér ¢do p € R ekziston z, > max{2,e P} itillé qé f'(z) < 0 pér = > z,. Monotonia eventuale
mjafton, sepse heqja e njé numri té fundmé kufizash nuk ndryshon konvergjencén.
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HAPI 2 Zbatimi i kriterit integral
Seria ka té njéjtén natyré me

< dx
1) :/2 w(nz)p”

HAPI 3 Zévendésimi i justifikuar
Marrim ¢ = Inz dhe dt = dz/z, prandaj

I(p):[ t7P dt.
n2

HAPI 4 Diskutimi i parametrit
Pérp +1,

T 1-p _ 1-p
1 P gt — T (In2)
n2 l—p
Ky kufi éshté i fundmé pér 7' — oo pikérisht kur 1 — p < 0, pra p > 1. Pér p = 1 integrali éshté
In7T —In(In2) — +oc.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

oo

Pér¢dop € R, ;W

konvergjon < p>1|

Kontrolli kritik. Pér p < 0, funksioni mund té mos jeté zbrités (€ nga x = 2; monotonia e tij
eventuale justifikon pérdorimin e Kriterit.

L2.06 - KRAHASIMI ME HARMONIKEN

Divergjenca e njé serie racionale

FORMULIMI QROB}EMIT

Shqyrtoni Z e

Strategjia e zgjidhjes. Krahasojmé termat me b,, = 1/n, sepse shkalla e numéruesit éshté
vetém njé mé e vogél se shkalla e eméruesit.

HAPI 1 Pozitiviteti
Pérn>1kemia, . b, > 0.

n»-n
HAPI 2 Raporti me seriné model

a, n@2n*+1) 2+n?

b, ~ n3+4  1+4n3
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HAPI 3 Limiti dhe natyra e modelit

a o~ 1
lim = =2 € (0,+00), — divergon.

n—oo
n

HAPI 4 Pérfundimi
Nga krahasimi né limit serité kané natyreé té njéjte.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria éshté | divergjente |

Kontrolli kritik. Fakti qé a,, — 0 vértetohet lehté, por nuk ndryshon natyrén divergjente té
serisé.

L2.07 - PROVE E PLOTE E KUFIRIT KRITIK

Teorema e serive p nga blloget dyadike

FORMULIMI I PROBLEMIT o 1
Pér p € R, pércaktoni natyrén e Z — duke argumentuar té gjitha rastet.
n

n=1

Strategjia e zgjidhjes. Pérdorim kushtin e domosdoshém pér p < 0, krahasimin me har-
moniken pér 0 < p < 1 dhe blloge dyadike pér p > 1.

HAPI1 Rastip <0

Nése p = 0, atéheré n? = 1. Nése p < 0, atéheré n? = nlPl — +oo. Pra né té dyja rastet n—?-50,
ndaj seria divergon.

HAPI2 RastiO <p <1
Pérc¢don > 1,
nP>nl

Meqé seria harmonike divergon, krahasimi nga poshté jep divergjencén.

HAPI 3 Ndértimi i bllogeve kur p > 1
Pér k > 0 vendosim

Né bllok gjenden saktésisht 2% kufiza dhe n~? < 27*7 pér ¢cdo indeks né té.

HAPI4 Majorimi me seri gjeometrike

0 < B, <2F27hp = 27k(p—1),
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Meqé p > 1, raporti 27~V i serisé > ° 27*»~1 gshté mé i vogél se 1. Shuma e kufizave té
bllokuara mbetet e kufizuar sipér, prandaj seria origjinale konvergjon.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

[ee]

Kushti i ploté éshté | ° — konvergjon <= p>1|

n=1

Kontrolli kritik. Pragu p = 1 nuk pérfshihet. Nuk mjafton té citohet konvergjenca pér disa
vlera té p; kérkohet njé prové qé mbulon té gjithé parametrin real.

L2.08 - MBETJA E NJE SERIE KONVERGJENTE

Vlerésimi rigoroz i gabimit té truncimit

FORMULIMI I PROBLEMIT N
Letéjeté S=3"" n2dheSy=> " n 2 Gjeninjé N qé garanton 0 < S — Sy < 10~°.

Strategjia e zgjidhjes. Vlerésojmé mbetjen Ry = S — Sy nga krahasimi integral me f(z) =

.’1772.

HAPI 1 Verifikimi i hipotezave

Pér z > 1, funksioni f(x) = 22 éshté pozitiv, i vazhdueshém dhe rreptésisht zbrités, pasi
f(x) =—2273 <0.

HAPI 2 Vlerésimi i bishtit

Pér ¢do NV > 1, kriteri integral jep

[oe) o
dx dx
N1 T N T

Monotonia e rrepté jep né fakt pabarazi té rrepta né té dy anét.

HAPI 3 Njehsimi i integraleve
Meqé [~ 2 2dx = 1/A, marrim

HAPI 4 Zgjedhja e pragut
Duke marré N = 1000, nga kufiri i sipérm i rrepté marrim
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PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
N = 1000 garanton 0 < S — Sy < 1073,

Kontrolli kritik. Nése pérdoret vetém pabarazia jo e rrepté Ry < 1/N, pér N = 1000 merret
garanci < 1073. Pér funksionin »—2 monotonia rreptésisht zbritése na lejon té vértetojmé
Ry < 1/N dhe té mbajmé N = 1000 edhe pér kérkesén strikte. Kjo hollési korrigjon njé
interpretim té tepért konservativ té vlerésimit.

L2.09 - KRAHASIM NE LIMIT

Seri racionale me parametér real

FORMULIMI I PROBLEMIT »
n

Pér cilat p € R konvergjon seria —7

Strategjia e zgjidhjes. Pér n té médhenj kemi n3 +1 ~ n3; model i pérshtatshém éshté nr—3.

HAPI 1 Pozitiviteti

Pércdop € Rdhen > 1,n? > 0dhe n® +1 > 0.
HAPI 2 Krahasimi né limit

Vendosim b,, = n?~3 > 0. Atéheré

n3

b n3+1'n Cond3 41

— 1.

HAPI 3 Reduktimi te seria p
Meqé raporti tenton né 1 € (0, +o00), serité 3" a,, dhe > n~(3~P) kané natyré té njéjte.

HAPI 4 Zgjidhja e kushtit
> n~G-P) konvergjon <= 3—p>1 <= p<2.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Pér té gjithé parametrat realé, seria éshté konvergjente pikérisht kur | p < 2|

Kontrolli kritik. Né p = 2 modeli éshté harmonik, prandaj seria divergon. Nuk ka arsye té
kufizohet p vetém né numra natyroreé.
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L2.10 - KUR LIMITI I ZAKONSHEM NUK EKZISTON

Kriteri i rrénjés me lim sup

FORMULIMI I PROBLEMIT
Pérn > 1le té jeté

(1/4)", n cift,
(1/9)", n tek.

Shqgyrtoni konvergjencén e Zzozl a,.-

Strategjia e zgjidhjes. Pérdorim formulimin e pérgjithshém té kriterit té rrénjés me kufirin
superior.

HAPI1 Rrénja e rendit n

, n Gift,
, ntek.

=

Ol =

HAPI2 Mungesa e limitit té zakonshém

Nénvargu i indekseve cift ka kufi 1/4, ndérsa ai i indekseve tek ka kufi 1/9; prandaj lim ;/a,,
nuk ekziston.

HAPI 3 Kufiri superior

. 11 1
p =limsup /a, :max{4,9} =-<1.

n—oo 4

HAPI 4 Verifikimi i pavarur

Pérc¢don > 1,0 < a, < (1/4)". Seria gjeometrike krahasuese konvergjon, ndaj konvergjon
edhe seria fillestare.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria Z a,, konvergjon |, si nga lim sup ashtu edhe nga krahasimi.
n=1

Kontrolli kritik. Nuk lejohet té shkruhet njé limit i zakonshém aty ku ai nuk ekziston; kalimi
né lim sup éshté ndryshim thelbésor i hipotezés.

MATERIALE DIDAKTIKE - 2026-2027 12718



UNIVERSITETI I SHKODRES - MATEMATIKE ANALIZE MATEMATIKE III

L2.11 - KRAHASIMI PER CDO PARAMETER

Seria me faktor logaritmik Inn

FORMULIMI I PROBLEMI

Klasifikoni seriné nn érpceR
22 npbP p p '
n=

Strategjia e zgjidhjes. Ndajmé diskutimin né p < 1 dhe p > 1, duke pérdorur faktin Inn =
o(n®) pér ¢cdo ¢ > 0.

HAPI 1 Pozitiviteti

Pérn > 2 kemiInn > 0 dhe n? > 0.

HAPI 2 Rastip < 1: divergjencé
Pérn > 3vlenlInn > 1 dhe n? < n. Prandaj

Inn
—_— >
npbP

S

Seria harmonike divergon; nga krahasimi rezulton divergjenca pér ¢do p < 1.

HAPI 3 Rastip > 1: zgjedhja e eksponentit

Vendosim ¢ = (p — 1)/2 > 0. Duke pérdorur
lim 17 _ g,

n—oo MNE

nga njé indeks mjaft i madh kemi Inn < n°.

HAPI4 Majorantja e konvergjencés

Inn 1 1
< <

- np nbP—¢ B n(p+1)/2'

Meqé (p +1)/2 > 1, seria né té djathté konvergjon.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

= Inn .
> — konvergjon « p> 1}
n=2

Kontrolli kritik. KufiriInn — +oco nuk e pengon konvergjencén pér p > 1: vendimtare éshté
madhésia relative e logaritmit kundrejt fuqgive pozitive té n.
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L2.12 - DY SERI ME NATYRE TE NDRYSHME

Rasti jopérfundimtar i kriterit té raportit

FORMULIMI I PROBLEMIT
Tregoni pse lim a,,,,/a, = 1 nuk pércakton natyrén e njé serie me a,, > 0.
n—oo

Strategjia e zgjidhjes. Mjafton té ndértojmé njé cift kundérshembujsh me raport kufitar
té njéjté dhe me sjellje té ndryshme.

HAPI1 Seria divergjente
Marrim a,, = 1/n. Atéheré

a 1,
ot T, } ~ — divergon.
a, n+1 =n

HAPI 2 Seria konvergjente
Marrim b,, = 1/n%. Atéheré

bri1 n o \? = 1 .
P = ( ) — 1, Zﬁ konvergjon.

n n=1

HAPI3 Analiza logjike

I njéjti limit i raportit 1 éshté i pajtueshém me dy rezultate té kundérta; prandaj kriteri i
raportit né kété rast nuk mund té jeté vendimtar.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
q =1 = kriteri i D’Alembert-it éshté jopérfundimtar |

Kontrolli kritik. Fjala jopérfundimtar nuk nénkupton gé seria nuk ka natyré té pércaktuar;
do té thoté gé duhet zgjedhur njé teoremeé tjetér.

L2.13 - DIVERGJENCE PERMES RAPORTIT

Faktoriali gé dominon njé progresion gjeometrik

FORMULIMI I PROBLEMIT
Shqyrtoni seriné E 3
n=1

Strategjia e zgjidhjes. Shqyrtojmé raportin dhe verifikojmé déshtimin e kushtit té domos-
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doshém a,, — 0.

HAPI1 Hipotezat
Pérn > 1kemia, =n!/3" > 0.
HAPI2 Raporti
apyy  (n4+D13" n+1

= = — +o00.

a,, 3+l pl 3

HAPI 3 Déshtimi i kushtit té nevojshém

Pérn > 3kemia, /a, > 4/3 > 1; késhtu vargu (a,,) rritet té paktén gjeometrikisht nga njé
indeks e tutje dhe nuk tenton né zero.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria éshté | divergjente |

Kontrolli kritik. Rasti ¢ > 1 né kriterin e D’Alembert-it nuk duhet ngatérruar me rastin ¢ = 1.
Raporti gé shkon né +oo siguron drejtpérdrejt divergjencé.

L2.14 - KRAHASIM ELEMENTAR ME INTEGRAL

Logaritmi i njé kufize dhe njé faktor shtesé 1/n

FORMULIMI I PROBLEMIT
e n(l+1/n)
Shqyrtoni seriné » ~ ———"—.

n=1 w

Strategjia e zgjidhjes. Pérdorim pabaraziné elementare In(1 + ¢) < ¢ pér ¢ > 0, té nxjerré
nga integrali.

HAPI 1 Pabarazia e kontrolluar
Pérn > 1 kemi

n+1
In <1+1) :/ ﬂ
n I t

Ngal/(n+1)<1/t<1/npérte [n,n+ 1] rrjedh

1 1 1

<In (1 + —) < —.
n+1 n n
HAPI2 Krahasimi pas pjesétimit me n

1
72.

oo Mt+1/n)

n n

MATERIALE DIDAKTIKE - 2026-2027 15718



UNIVERSITETI I SHKODRES - MATEMATIKE ANALIZE MATEMATIKE III

HAPI3 Konvergjenca e majorantes
Seria fozl n~2 konvergjon. Sipas kriterit té krahasimit edhe seria e dhéné konvergjon.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

i In(1+ 1/n)

n

konvergjon |

n=1

Kontrolli kritik. Seria )" In(1+1/n) pa faktorin 1/n divergon (L1.08). Faktori shtesé ndryshon
natyrén e serisé; ky éshté krahasim i dobishém konceptual.

L2.15 - RAPORT ME KUFI ¢

Seria me faktoriel dhe fuqi »"

FORMULIMI I PROBLEMIT,
q 0. @ mn.
Shqyrtoni seriné Z:l —
n=

Strategjia e zgjidhjes. Raporti thjeshtohet né njé shprehje me kufirin e njohur (14+1/n)" —

€.

HAPI 1 Pozitiviteti

Pércdon >1,a, =n!/n™ > 0.
HAPI 2 Raportiidy termave

Gpr (A DL
a,  (n+1)7+1 nl

e

HAPI 3 Limiti
Nga kufiri themelor eksponencial,

. a
g=lim 2 —¢ 1 < 1.

n—oo  Q,,

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Sipas kriterit té D’Alembert-it seria éshté | konvergjente |.

Kontrolli kritik. Nuk kérkohet pérdorimi i formulés sé Stirling-ut. Raporti i jep menjéheré
rezultatin me njé argument mé té shkurtér dhe plotésisht rigoroz.
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L2.16 - KRITERI INTEGRAL NE NIVEL TE AVANCUAR

Seria me logaritém té iteruar

FORMULIMI I PROBLEMIT
Pér cilat ¢ € R konvergjon seria

>
“~nlnn(Inlnn)?

Strategjia e zgjidhjes. Pérdorim kriterin integral dhe zévendésimin v = InIn z.

HAPI 1 Domena dhe pozitiviteti
Pérx >3 > e, kemilnz > 1 dhe Inlnz > 0. Funksioni

1
~ zInz (Inlnz)e

f(z)

éshté pozitiv dhe i vazhdueshém pér c¢cdo ¢ € R.

HAPI2 Monotonia eventuale
Nga derivimi logaritmik,

I Y. )

T Inz Inzlnlne

fl@) =

Shprehja né kllapa tenton né 1, ndaj f'(x) < 0 pér » mjaft té madh. Kriteri integral éshté i
zbatueshém pas heqjes sé njé segmenti fillestar té fundmé.

HAPI 3 Zévendésimi né integral

o dr
)= /3 rzlnz (Inlnz)e’
u=Inlnz, du = ajclllfx’

I(q) = [ u~?du.
nln3

HAPI 4 Kriteri i konvergjencés
Kemi Inln 3 > 0. Integrali [ > wdu, me ¢ > 0, éshté i fundmé pikérisht kur ¢ > 1.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

= 1 .
nZ:g T Ry konvergjon < ¢ > 1|,

Kontrolli kritik. Niveli shtesé i logaritmit ndryshon shkallén e testimit, por kufiri kritik
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mbetet 1. Poshté x = e shprehja Inlnz mund té krijojé probleme domaini; zgjedhja e in-
deksit fillestar n = 3 éshté e géllimshme.

Kontroll editorial dhe pérdorimi pedagogjik

Materiali éshté krijuar si shogérues i dy leksioneve té plota té 1éndés Analizé Matematike
II1. Argumentet jané dhéné me hapat e nevojshém pér kontroll dhe me trajtim té rasteve
kufitare. Pér pérdorim institucional rekomandohet recensim pérfundimtar i notacionit dhe
pérputhjes me syllabusin.

Parimi i vlerésimit: Né cdo zgjidhje studenti duhet té identifikojé saktésisht
hipotezat, té emértojé teoremén e pérdorur, té justifikojé kalimin mes formulave dhe
té japé njé pérfundim qé i pérgjigjet problemit. Vetém njé rezultat i sakté numerik, pa
arsyetim, nuk plotéson standardin e déshiruar.

Referenca té brendshme té kursit. Leksioni 1: Serité numerike, konceptet bazé (14 faqe);

Leksioni 2: Kriteret e konvergjencés sé serive numerike (9 faqe). Viti akademik 2026-2027,
Departamenti i Matematikés, Universiteti i Shkodrés “Luigj Gurakugqi”.
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