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Ushtrime té zgjidhura
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LEKSIONI 01 - SERITE NUMERIKE: KONCEPTET BAZE

QASJA AKADEMIKE

10 ushtrime té organizuara nga seria gjeometrike dhe teleskopimi deri te kundér-
shembujt dhe kriteri i Koshit. Cdo zgjidhje ruan strukturén logjike té provés dhe nx-
jerr né pah gabimet metodologjike t€ mundshme.

10 ushtrime té zgjidhura - analiza metodologjike - kontroll i kufijve té zbatimit

Pedagoge: Prof. As. Dr. Sidité Duraj
Programi: Bachelor né Matematiké

Viti akademik: 2026-2027

Statusi: Material plotésues pér studim dhe verifikim editorial

Material plotésues ndaj Leksionit 1 (14 fage). PDF-ja e leksionit bazé ruhet e pandryshuar.
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Standardi i argumentimit matematikor

Cdo zgjidhje organizohet sipas skemés hipotezat — kriteri i pérdorur — trans-
formimet e justifikuara — pérfundimi — kontrolli kritik. Zbatimi i njé kriteri pa
verifikuar kushtet e tij nuk pérbén vértetim.

1. Konvergjenca e serisé Z:; a,, nénkupton ekzistencén e njé kufiri real S = lim,_, _ Sy,
N
ku SN — anl an.

2. Kushti a,, — 0 éshté vetém i domosdoshém. Pér té provuar konvergjencén nevojitet njé
argument shtesé.

3. Kriteret e krahasimit pér seri me kufiza jonegative kérkojné orientimin e sakté té
pabarazive dhe njohjen e natyrés sé serisé krahasuese.

4. Raporti dhe rrénja kané raste jopérfundimtare kur kufiri pérkatés éshté 1.

5. Njé vlerésim numerik i shumave té pjesshme nuk zévendéson njé prové konvergjence
ose njé vlerésim té garantuar té gabimit.

Si té pérdoret ky dokument

Lexo formulimin e problemit, pérzgjidh veté metodén, krahaso argumentimin me hapat e
dokumentuar dhe kontrollo ve¢mas vérejtjen kritike. Né platformén web hapat zbulohen
progresivisht; né kété PDF zgjidhjet jepen té plota, té disponueshme pér studim, printim
dhe citim té brendshém.
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Harté metodologjike e Leksionit 1

Struktura Tekniké vendimtare Kujdesi kryesor

Fuqi r Seria gjeometrike Indeksi fillestar dhe |r| < 1
Thyesa Zbérthimi teleskopik Njehsimii Sy para limitit
racionale

Diferenca rad- Anulimi teleskopik a,, — 0 nuk mjafton

hazi

Divergjenca Mohimi i kriterit té Koshit Blloge arbitrarisht té largéta
Parametér real = Analiza e rasteve kufitare Trajtimi ve¢masi|r| =1

Zgjidhjet e argumentuara

L1.01 - SERIA GJEOMETRIKE

Shuma e dy serive gjeometrike

FORMULIMI I PROBLEMIT
Llogaritni shumeén e serisé

002n+3n

Strategjia e zgjidhjes. Zbérthejmé kufizén e pérgjithshme né dy kufiza gjeometrike dhe
kontrollojmé ve¢cmas kushtet e konvergjences.

HAPI 1 Zbérthimi algjebrik

Pér ¢do n > 1 kemi baraziné e sakté

TR () ()
6n 67 67 \3 2)
HAPI2 Konvergjenca e pjeséve
Raportet r, = 1/3 dhe r, = 1/2 pérmbushin |r;| < 1 dhe |r,| < 1. Prandaj té dyja serité

gjeometrike konvergjojné. Vetém pas kétij konstatimi kalojmé nga lineariteti i shumave té
pjesshme te shuma e serive.

HAPI 3 Pérdorimii formulés sé duhur
Pér |r| < 1 dhe indeks fillestar n = 1 vlen

Zr": 1ir'

n=1
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Rrjedhimisht,

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria éshté konvergjente dhe | S = % 5

ANALIZE MATEMATIKE III

Kontrolli kritik. Formula 1/(1 — r) i pérket serisé qé fillon nga n = 0; pérdorimi i saj kétu pa

korrigjuar indeksin do té jepte rezultat té gabuar.

L1.02 - SERIA GJEOMETRIKE

Numri dhjetor periodik si shumé e pafundme

FORMULIMI I PROBLEMIT

Ktheni numrin 0, 272727 ... né njé thyesé té zakonshme duke pérdorur serité.

Strategjia e zgjidhjes. Secili bllok me dy shifra formon njé term té njé serie gjeometrike

me raport 1072,

HAPI 1 Shkrimi si seri

27 27 27 27 & ( 1 )k

2= —— 4 4 = 4= R
0,(27) 102 * 104 + 106 + 100 = 100

HAPI 2 Justifikimi i konvergjencés
Raporti éshté » = 1/100, prandaj || < 1 dhe seria ka shumé té fundme.

HAPI3 Njehsimi dhe thjeshtimi

27 1 27 100
0,27)="— ' — = .
100 1—: 100 99
_ 21 _ 3
99 11

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Barazia e kérkuar éshté |0, (27) = 13—1 5

Kontrolli kritik. Perioda ka gjatési 2; raporti éshté 1/100, jo 1/10. Shkrimi decimal 0, 2727 ...

nuk duhet ngatérruar me numrin 0, 27.
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L1.03 - SHUMAT E PJESSHME

Seri teleskopike me diferencé katrorésh

FORMULIMIJ PROBLEMIT

Njehsoni » ———.
; 4n? — 1

Strategjia e zgjidhjes. Faktorizimi i eméruesit sugjeron zbérthimin né thyesa té thjeshta.

HAPI 1 Identiteti i nevojshém

1 1/ 1 1
4n? —1=(2n—1)(2n + 1), m:§<2n—1_2n+1>'

Identiteti verifikohet duke sjellé né emérues té pérbashkét: diferenca e numéruesve éshté
2.

HAPI 2 Shkrimi i shumés sé pjesshme

Pér N > 1,
1 Y 1 1
Sy == -
N 2;(211—1 2n—|—1>

_1(1 1+1 1+ N 1 1 )
2 3 3 5 2N -1 2N+1)°

HAPI 3 Anulimi dhe kufiri
Té gjitha kufizat e brendshme anulohen, ndaj

1 1 1
Sy==(1- lim Sy = -
N 2< 2N+1>’ Nowoo N7 2

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria konvergjon dhe | S = % 5

Kontrolli kritik. Né njé seri teleskopike anulimet béhen né shumén e fundme S, jo drejt-
pérdrejt né njé shprehje me pafundési.
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L1.04 - TELESKOPIM I DYFISHTE

Seria me tre faktoré radhazi

FORMULIMI I PROBLEMIT
Gjeni shumén »
n=1

nn+1)(n+2)

Strategjia e zgjidhjes. Ndértojmé njé diferencé té formés b, — b, ;.

HAPI 1 Zbérthimi algjebrik

1 1 1 1
n(n+1)(n+2) T2 (n(n—i— 1 (n+1)(n+2)) ’
Kjo rrjedh pasi numéruesi i diferencés éshté (n +2) —n = 2.
HAPI 2 Pércaktimi i kufizave teleskopike
Le té jeté b, = 1/[2n(n + 1)|. Atéheré a, =0, — b, ., dhe

HAPI 3 Kufizat skajore dhe limiti

S 1o ! —
N4 2N+ 1)(N+2)

1
1

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

. v 1
Seria ka shumén | S = il

Kontrolli kritik. Faktori 1/2 né zbérthim éshté thelbésor; mungesa e tij dyfishon gabimisht
shumén.

L1.05 - KUSHT I NEVOJSHEM, JO I MJAFTUESHEM

Termi shkon né zero, por seria divergon

FORMULIMI I PROBLEMIT
Shqyrtoni natyrén e serisé » ~(vn + 1 — v/n).
n=1

Strategjia e zgjidhjes. Racionalizimi tregon sjelljen e termit; teleskopimi vendos natyrén
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e seriseé.

HAPI 1 Sjellja e kufizés sé pérgjithshme
Pércdon > 1,

a, —— 0.

1
a,=vVn+l—yn=———>0,
" v vn+1+/n " n—oo

HAPI 2 Shkrimi i shumés sé pjesshme

Sy=(2-1)+(V3-V2)+ -+ (VN+1-VN)
=VN+1-1.

HAPI 3 Analiza e kufirit té shumave
lim Sy = lim (VN +1—-1)=+o0.
N—oc0 N—o00

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Seria éshté divergjente, edhe pse lim «a,, = 0.
n—oo

Kontrolli kritik. Konvergjenca e kufizave a,, — 0 nuk provon konvergjencén e serisé; duhet
kontrolluar lim S).

L1.06 - BLLOQE TE SHUMAVE TE PJESSHME

Divergjencé me kriterin e Koshit

FORMULIMI I PROBLEMIT -
Provoni me kriterin e Koshit se Z
n=1

1
= V1

divergon.

Strategjia e zgjidhjes. Pér té hedhur poshté kushtin e Koshit mjafton té ndértojmé dy in-
dekse arbitrarisht t¢ médha ku diferenca e shumave mbetet mbi njé prag fiks.

HAPI 1 Zgjedhja e indekseve

Pércdo N € NN,

Son —Sn = Z

k=N+1

==

HAPI 2 Vlerésimi i secilés kufizé
Pér N +1 < k < 2N, monotoniné e funksionit = —+ z~'/? e shfrytézojmeé né formén

>

-
3
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HAPI 3 Vlerésimi i diferencés
Meqé blloku pérmban N kufiza,

HAPI 4 Mohimi formal i kushtit
Zgjedhim ¢ = 1/2. Pér ¢do N, mund té marrim N > N, dhe m = N, n = 2N, késhtu

1S, — Sl > 1/V2 > e.
Prandaj (S, ) nuk éshté varg i Koshit.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Sipas plotésisé sé R,| > ~n~'/? divergon |
n=1

Kontrolli kritik. Kriteri i Koshit kérkon kontrollin e ¢do bishti ZZ:m .1 @ PEr ta rrézuar
mjafton njé familje bishtash gé shkel kushtin.

L1.07 - KUNDERSHEMBULL THEMELOR

Seria harmonike dhe mohimi i kriterit té Koshit

FORMULIMI I PROBLEMIT

Provoni se Z ~ nuk ka shumeé té fundme.

n=1 w

Strategjia e zgjidhjes. Zgjedhim blloge me gjatési N pér té nxjerré njé kufi pozitiv uniform.

HAPI 1 Diferenca e shumave té pjesshme

S Sy = 1 + 1 ++1
INCENT N1 N+2 IN’

HAPI2 Majorim nga poshté
Secili emérues éshté jo mé i madh se 2NV, prandaj

1 1 1

— > e =

San SN—zNJr ToON T2
N kufiza
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HAPI 3 Kontradikta me kushtin e Koshit
Pér e = 1/4 dhe pér ¢cdo N, ka N > N, té tillé qé |S, — Sy| > 1/2 > . Késhtu (Sy) nuk
konvergjon né R.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

[e.e]

. . 1 ..
Seria harmonike E — divergon |
n

n=1

Kontrolli kritik. Vargu 1/n shkon né zero. Pérfundimi i divergjencés vjen nga struktura e
shumave té pjesshme, jo nga limiti i kufizés.

L1.08 - PERDORIM I VETIVE TE LOGARITMIT

Njé seri logaritmike teleskopike

FORMULIMI u’ROBLEMITl
Shqgyrtoni In (1 —).
qy ; + =

Strategjia e zgjidhjes. Shkruajmé logaritmin e herésit si diferencé logaritmesh.

HAPI 1 Identiteti i kufizés
Pérn > 1,

ln<1+1> :lnnJrl =In(n+1)—Inn.
n n

HAPI2 Anulimi pér N kufiza

Sy=) Inn+1)—Inn]=In(N+1)—In1=In(N +1).

WE

n=1

HAPI 3 Kufiri i shumés sé pjesshme

Siln(N + 1) — 400, vargu (Sy) nuk ka limit té fundmé. Megjithaté, nga vazhdueshmeéria e
logaritmit del a,, — In1 = 0.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR
Seria ’ divergon drejt + oo ‘

Kontrolli kritik. Shprehja In(1 + 1/n) — 0 nuk éshté prové konvergjence. Gjithashtu, nuk
mund té zévendésojmé > In me In > "; lejohet vetém identiteti i logaritmit té njé prodhimi té
fundmaé.
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L1.09 - DISKUTIM I PLOTE I RASTEVE KUFITARE

Seria gjeometrike me parametér real

FORMULIMI I PROBLEMIT -
Pércaktoni pér cilat € R konvergjon seria Z(Qm — 1)" dhe njehsoni shumeén.

n=1

Strategjia e zgjidhjes. Parametri z futet né raportin e njé serie gjeometrike; kérkohet zgjid-
hja e kushtit |r| < 1.

HAPI 1 Identifikimi i raportit

Vendosim r = 2z — 1. Atéheré seria éshté > r".

HAPI2 Zona e konvergjencés

R2r—1<]l <= —-1<2r—-1<1 < 0<z <1

HAPI 3 Njehsimiishumés

Péro<z <1,
T 20 — 1 20 — 1

S(z) =

1-r 1—-(22—1) 2(1-2)

HAPI 4 Kontrolli i skajeve dhe i jashtézonés

Pér z = 0, raporti éshté —1 dhe kufizat oshilojné midis —1 e 1. Pér = = 1, raporti éshté 1 dhe
cdo kufizé éshté 1. Nése = < 0 ose = > 1, kemi |r| > 1, prandaj 50, Né té gjitha kéto raste
seria divergon.

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria konvergjon atéheré dhe vetém atéheré kur [0 <z <1} né kété interval
20 —1
2(1—x) [

S(x) =

Kontrolli kritik. Pikat kufitare = 0,1 nuk mund té pérfshihen, edhe pse kufiri || = 1 mund
té duket i pranueshém né njé argument numerik.

MATERIALE DIDAKTIKE - 2026-2027 11713



UNIVERSITETI I SHKODRES - MATEMATIKE ANALIZE MATEMATIKE III

L1.10 - LINEARITETI I SERIVE

Kombinimi i njé serie teleskopike dhe gjeometrike

FORMULIMI I PROBLEMIT
Njehsoni shumén e serisé

> ()

=il

Strategjia e zgjidhjes. Pér secilén pjesé ndértojmé njé shumeé té pjesshme té sakté dhe mé
pas kalojmé né limit.

HAPI 1 Pjesa teleskopike
Nga identiteti 1/[n(n+ 1)] = 1/n—1/(n + 1) rezulton

ST
N_nzln(n—i-l)_ N-+1

HAPI3 Shuma e pérgjithshme
Nga Sy = Ay + By dhe lineariteti i limitit pér dy vargje konvergjente kemi

. 1 3
S_J\IJHEO(AN+BN)_1+§_§'

PERFUNDIMI I ARGUMENTUAR

Seria konvergjon dhe ka shumé| S = g |

Kontrolli kritik. Lineariteti i shumave té serive pérdoret pa rezerva vetém pasi éshté justi-
fikuar konvergjenca e pjeséve qé mblidhen.

Kontroll editorial dhe pérdorimi pedagogjik

Materiali éshté krijuar si shogérues i dy leksioneve té plota té 1éndés Analizé Matematike
III. Argumentet jané dhéné me hapat e nevojshém pér kontroll dhe me trajtim té rasteve
kufitare. Pér pérdorim institucional rekomandohet recensim pérfundimtar i notacionit dhe
pérputhjes me syllabusin.
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Parimi i vlerésimit: Né cdo zgjidhje studenti duhet té identifikojé saktésisht
hipotezat, té emértojé teoremén e pérdorur, té justifikojé kalimin mes formulave dhe
té japé njé pérfundim qé i pérgjigjet problemit. Vetém njé rezultat i sakté numerik, pa
arsyetim, nuk plotéson standardin e déshiruar.

Referenca té brendshme té kursit. Leksioni 1: Serité numerike, konceptet bazé (14 faqge);
Leksioni 2: Kriteret e konvergjencés sé serive numerike (9 faqe). Viti akademik 2026-2027,
Departamenti i Matematikés, Universiteti i Shkodrés “Luigj Gurakuqi”.
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